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S E Z A M , Školský rok 2001/02, vzorové riešenia 3. letnej série

Milí riešitelia,











          

ani sme si to poriadne neuvedomili a je za nami ďalší ročník súťaže SEZAM. Verím, že naše úlohy nielen zlepšili Vaše matematické schopnosti, ale Vás aj pobavili. Najlepších 36 z  poradia (a 10 náhradníkov) si v obálke nájde aj pozvánku na letné sústredenie. Verím, že tí ďalší budú budúci rok ešte lepší, a aj s nimi sa niekedy stretneme osobne. To platí špeciálne pre šiestakov pod 20 miestom, ktorých podľa pravidiel na sústredenie ešte nepozývame. Budúci rok určite svoje skúsenosti využijete! 

Lúčime sa s deviatakmi a kvartánmi... Ale len na chvíľu, hádam sa stretneme v stredoškolských korešponďákoch!

A nezabudnite si  pozorne prečítať aj tieto vzorové riešenia, určite sa to zíde. A ak prežijete koncoročné skúšanie, tak PRÍJEMNÉ PRÁZDNINY!

1. (opravoval Mafo, úloha je z knihy Tomáša Hechta a Zity Sklenárikovej) 
Máme 4 mestá, ktoré si môžeme označiť: A, B, C a D. Počet ciest, ktoré spájajú dvojice miest je 6 : AB, AC, AD, BC, BD a CD, alebo „obrázkovo“ 2 uhlopriečky a 4 strany štvorca. Naša cestná sieť pozostáva z 3 ciest, ktoré z nich vyberieme. Všetkých možností, ako vybrať zo 6-tich ciest trojicu, je 20. (Skúste si to vypočítať alebo vypísať všetky možnosti.)

Teraz si môžeme nakresliť ich plániky. Každá cesta môže tvoriť buď stranu, alebo uhlopriečku štvorca ABCD. Možné kombinácie sú rozpísané tu:

0 uhlopriečok a 3 strany – dostaneme riešenie typu A

1 uhlopriečka a 2 strany – pričom 2 strany sú na seba kolmé – dostaneme riešenia typu B1 a B2

1 uhlopriečka a 2 strany – pričom 2 strany sú rovnobežné – dostaneme riešenia typu C1 a C2

2 uhlopriečky a 1 strana – dostaneme riešenie typu D

3 uhlopriečky a 0 strán – nemá riešenie, lebo štvorec má len 2 uhlopriečky


Spolu sme dostali 6 možných typov cestných sietí. Ďalšie cestné siete dostaneme ich potočením. Typy A, B1, B2 a D môžeme  otočiť okolo stredu o 90(, 180( a 270(, každý typ teda dá 4 cestné siete. Typy C1 a C2 sú to navzájom „zrkadlové“ obrazy (osovo súmerné), a ich otočenie o 180( a 270( nám nepomôže v získaní nových sietí (budú sa opakovať). Takže ich stačí otočiť len o 90(,  a máme dve siete typu C1 a dve typu C2.

Týmto sme postupne nakreslili všetkých  4+4+4+2+2+4=20 cestných sietí (ich počet sme zistili už na začiatku). Teraz ale aj vieme ako vyzerajú. A z toho zistíme, že výsledok ešte musíme upraviť. Totiž 4 siete typu B1 nespĺňajú požiadavku, aby cestnou sieťou boli navzájom spojené všetky 4 mestá. Výsledný počet cestných sietí, ktoré spĺňajú dané požiadavky je teda 20-4=16. 

Tu sú nakreslené všetky možné riešenia:



2.(opravovala Kayči, úlohu vymyslel Jakub) 

Naša budova sa skladá z dvoch rovnakých častí – dvoch hranolov, ktorých objem je spolu 6480 m3. Pozrime sa najskôr na jeden z hranolov. Má štvorcovú podstavu a objem 3240 m3.

	Strana a
	Strana b
	Povrch domu

	      1
	   3240
	    22682

	      2
	    810
	    11348

	      3
	    360
	     7578

	      6
	     90
	     3852

	      9
	     40
	     2682

	     18
	     10
	     1908


Niektorí z Vás považovali za štvorcovú podstavu to, na čom leží spodný kváder, iní zase to, na čom stojí vrchný kváder. Avšak oba postupy som brala ako správne. Strany nášho kvádra sú celé čísla v metroch. Keďže súčin strán dáva objem kvádra, zíde sa nám rozdeliť si toto číslo na prvočísla : 3240 = 2 . 2 . 2 . 3 . 3 . 3 . 3 . 5 (a nezabudnime ani na to, že pri násobení sa dá používať aj jednotka, a číslo sa dá napísať aj ako 1.3240 alebo 1.1.3240 ). A teraz sa môžeme pustiť do toho. Urobme si tabuľku, aké všelijaké môžu byť strany nášho kvádra. Celý kváder má rozmery           a , a , b (dve strany sú rovnaké, lebo jedna stena je štvorcová) a súčin a . a . b musí vyjsť 3240. 

Teraz nám už len stačí nájsť všetky možné dĺžky hrán a porátať povrch domu pri rôznych rozmeroch kvádrov. Výsledky sú napísané v tabuľke. Niektorí z Vás počítali do povrchu aj podstavu domu, niektorí si povedali, že táto časť domu je predsa zakopaná v zemi, a do povrchu sa počítať  nedá. Oba postupy sú asi správne, a hlavne, čuduj sa svete, vyšli v oboch prípadoch rovnaké výsledky. Povrch celého domu (treba odrátať prekrývajúce sa časti) sa spočíta ako 3.a2 +6.a.b + (b-a).a =2.a2 +7.a.b  Keď sa teraz pozriete do tabuľky, zistíte, že dom s najväčším povrchom sa skladá z dvoch kvádrov s rozmermi 1m x 1m x 3240m. 

3. (opravovala Mirka, úlohu poznáme od profesora Milana Hejného) 

Odpoveď bola dosť jednoduchá. „Najmenší“ je plot, ktorý je rovnobežný s uhlopriečkou obdĺžnika. Ináč povedané, doprava a hore sme naniesli ešte raz dĺžku a výšku obdĺžnika. Plocha ohradeného pozemku je 2x väčšia ako plocha hotela. A presvedčíme sa o tom najjednoduchšie tak, že vrchný trojuholníček preklopíme okolo rohu hotela na dolný - „sklapnú“ sa akurát na obdĺžnik zhodný s hotelom.

A toto sklopenie nám pomôže aj pri dôkaze, že je to najmenšia možná plocha.  Ak je totiž plot postavený ináč, sklopením horného trojuholníka dostaneme útvar väčší ako je obdĺžnik. Pozrite si obrázky. A prípadne premyslite, že „sklopené“ a spojené  uhly pri pravom hornom rohu hotela majú spolu 900, a horná strana vytvoreného útvaru je pôvodná spodná strana horného trojuholníka, a je teda zhodná so šírkou hotela. Na obrázkoch je vždy vidieť kúsok, o ktorý je táto plocha väčšia od obdĺžnika. Ešte stále sa nepáči?


4. (opravoval Peťo, úlohu si sám vymyslel) 

Skúmajme jednotlivé dĺžky hovorov v sekundách. Začnime od najkratších. V PyskTeli zaplatíme za hovor dĺžky 1 sekunda 4500 Sk (začalo sa prvých 30 sekúnd) a rovnakú sumu zaplatíme za všetky hovory až do začiatku druhých 30 sekúnd. Takže 4500 Sk platíme v PyskTeli ešte aj za hovor dĺžky 30 sekúnd, ale za hovor dĺžky 31 sekúnd už platíme 9000 Sk. Pozrime sa teraz na druhého operátora. V KlokTeli zaplatíme za každú sekundu 241,70 Sk. Takže ak voláme len 1 sekundu, KlokTel bude lacnejší. Cena v KlokTeli bude s pribúdajúcimi sekundami rásť a nás zaujíma, kedy prerastie 4500 Sk. Hľadáme teda čas x v sekundách taký, že x(241,70 > 4500. Po predelení máme x > 4500 : 241,70 = 18,618... Takže časy do 18 sekúnd budú lacnejšie v KlokTeli, časy od 19 do 30 sekúnd budú lacnejšie v PyskTeli.

Teraz rozoberieme druhú polminútu, teda časy 31 až 60 sekúnd. V PyskTeli zaplatíme za tieto časy vždy 9000 Sk. V KlokTeli zaplatíme za 31 sekúnd sumu 241,70 ( 31 = 7492,70 Sk, teda menej ako v PyskTeli. Opäť skúmame, kedy cena v KlokTeli prerastie cenu v PyskTeli, teda hľadáme taký čas y v sekundách, že y ( 241,70 > 9000. Dostávame y > 9000 : 241.70 = 37,236..., takže časy od 31 do 37 sekúnd sú lacnejšie v KlokTeli a časy od 38 do 60 sekúnd v PyskTeli.

Pozrime sa ešte na čas 61 sekúnd. V PyskTeli zaň zaplatíme 13500 Sk, v KlokTeli 241,70 ( 61 = 14743,70 Sk. Teda čas 61 sekúnd (a tým pádom aj časy od 62 do 90 sekúnd, lebo cena v PyskTeli sa oproti času 61 sekúnd nemení, no cena v KlokTeli rastie) je lacnejší u operátora PyskTel. Keď sa teraz posunieme o 30 sekúnd ďalej na čas 91 sekúnd, oproti času 61 sekúnd sa cena v KlokTeli zvýši o 241,70 ( 30 = 7251 Sk, no v PyskTeli len o 4500 Sk. Takže 91 sekúnd (a teda aj časy 92 až 120 sekúnd) je lacnejší u PyskTelu. Keď sa opäť posunieme o 30 sekúnd ďalej, cena v KlokTeli sa opäť zvýši o viac ako cena PyskTeli. Takto to zrejme pôjde ďalej v každej ďalšej polminúte. Takže už všetky časy nad 60 sekúnd budú lacnejšie u PyskTelu.

Zhrnutím máme, že u KlokTelu sú lacnejšie časy od 1 do 18 sekúnd a od 31 do 37 sekúnd. Ostatné časy sú lacnejšie u PyskTelu. Tabuľku už určite zvládnete nakresliť sami.

Komentár: Skoro všetci ste prišli na správny výsledok, no väčšina z vás zabudla poriadne zdôvodniť, prečo sú už všetky časy nad minútu lacnejšie u PyskTelu. Za to som strhával od 0.5 až po 2.5 bodu.

333 : (opravoval Hynek) Skúsim písať odpovede v tom poradí, ako som rozmýšľal nad ich zadaním. Južnej Ameriky som mal ozaj plné zuby, a hľadal som čo by mohol Envi riešiť ďalej. Okrem globálneho otepľovania (to súvisí s El Niňom a to už bolo) je zrovnateľným globálnym problémom už len ozónová diera. Tá je nad južným pólom, ale zasahuje najviac do života Austrálčanov. V Austrálii je mi už dávno sympatické mesto Alice Springs, ktorého obyvatelia bojujú s nehostinnou púšťou okolo seba. Zamaskovať ho na Alenkine Vary bolo ľahké, je to vlastne skoro presný preklad. Anglická Alice je totiž naša Alenka - aspoň podľa knihy Alice in wonderland = Alenka v krajine zázrakov (ináč túto knihu napísal matematik!). Spring znamená po anglicky okrem iného prameň, žriedlo, a Alice je samozrejme na takýchto prameňoch postavené – ináč by tam nebolo. Slovo Springs sa naviac v angličtine zvykne pridávať k názvom kúpeľných miest rovnako ako u nás Vary alebo Teplice... Nuž a Erika je Simpsonová nie  preto že sa vydala alebo má rada nejaký seriál, ale preto, že pri Alice Springs je okrem iného aj Simpsonova púšť. 

Nezabudnite, všetko o SEZAMe nájdete aj na www.sezam.sk !

A ešte výsledky ankety o úlohách tejto série :

1:      2:      3:      4:      

Páčila :   
9       7        4      11         

Nepáčila:       6       9       17       2       
Najťažšia:      2      8       24       1    
Najľahšia:    16     2        0       13      
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