JSMF Žilina, Fakulta riadenia a informatiky ŽU, gymn. Veľká Okružná Žilina
S E Z A M , Školský rok 2003/04, vzorové riešenia 2. zimnej série

Milí riešitelia,

máte za sebou 2. zimnú sériu, a súťaž je pred vyvrcholením. Bodové rozdiely sú minimálne a tretie kolo ešte stále môže poriadne zamiešať poradie. Inými slovami, kto s nami pôjde v marci na sústredenie je ešte stále otvorené.                        Pokiaľ chcete vedieť ako sa riešili úlohy 2. série (a nájsť v nich inšpiráciu do tej poslednej), alebo zistiť, za čo Vám opravovatelia strhávajú body, treba si poriadne preštudovať vzorové riešenia.                                                                 Všetkým SEZAMom prajeme  pekné Vianoce a veselý Silvester! A nezabudnite, všetko o SEZAMe nájdete aj na www.sezam.sk. Za organizátorov vám pri riešení želá veľa úspechov Hynek Bachratý.

1. (opravoval Peťo Novotný)    
Aby sme zistili, či je viac kráľovských alebo šľachtických mnohouholníkov, skúsme vymyslieť nejaký spôsob, ako by sa dali jedny alebo druhé spočítať. Ťažko sa nám ale budú počítať všetky mnohouholníky naraz, pozrime sa teda na ich počty postupne podľa počtu vrcholov.

Ako by sa dali spočítať napríklad šľachtické trojuholníky? Každý taký trojuholník získame tak, že vyberieme nejaké tri body zo všetkých 99 modrých bodov. Teda ich počet bude taký istý, ako je počet rôznych trojíc, aké môžeme vybrať z tých 99 modrých bodov. 

Ale počet kráľovských štvoruholníkov vypočítame rovnako. Lebo každý kráľovský štvoruholník získame tak, že zoberieme červený bod a pridáme k nemu nejaké tri modré body. Teda opäť je určený nejakou trojicou modrých bodov. 

Teda sme zistili, že počet kráľovských 4-uholníkov sa rovná počtu šľachtických 3-uholníkov. 

Rovnako ale objavíme, že počet kráľovských 5-uholníkov sa rovná počtu šľachtických 4-uholníkov. Oba tieto počty totiž určíme ako počet rôznych štvoríc vyberaných z modrých bodov. No a tak isto dostaneme (premyslite si to), že



počet kráľ. 6-uholníkov
=
počet šľacht. 5-uholníkov



počet kráľ. 7-uholníkov
=
počet šľacht. 6-uholníkov



počet kráľ. 8-uholníkov
=
počet šľacht. 7-uholníkov
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počet kráľ. 99-uholníkov
=
počet šľacht. 98-uholníkov



počet kráľ. 100-uholníkov
=
počet šľacht. 99-uholníkov

Viacuholníky už v znaku nenájdeme, lebo šľachtický 100-uholník v znaku nie je a viac ako 100 bodov tam nemáme. Spolu je teda všetkých šľachtických mnohouholníkov toľko isto, ako kráľovských, s tým, že medzi kráľovské sme ešte nezarátali trojuholníky. O tie teda bude v aqualandskom znaku viac kráľovských mnohouholníkov.

(Podobné riešenie vychádzalo z tejto myšlienky: ak vyberieme napr. jeden 4-uholník, tj. 4 vrcholy, zvýši 96 vrcholov ktoré vytvoria 96 uholník. Podobne každý 3-uolník má „doplnkový“ 97-uholník, 49-uholník doplnkový 51-uholník atď. A navyše, ak jeden z nich je kráľovský, doplnok je šľachtický a naopak. Teda od 3-uholníkov po 97-uholníky je kráľovských a šľachtických rovnako veľa, dopĺňajú sa. Výnimkou sú 98, 99 a 100-uholníky – ich doplnky sú úsečky, body a „nič“. A medzi nimi je viac kráľovských, čo sa ľahko spočíta.)

2.(opravoval Paľo Novotný)   

Najskôr sa zamyslime nad tým, ako vlastne môžeme pomocou dvojramenných váh vážiť. Jednoduchý spôsob je taký, že na jednu misku položíme niekoľko závaží a na druhú tovar, ktorý chceme odvážiť. Trochu rafinovanejšie je váženie, keď nejaké závažia položíme aj na prvú misku aj na misku s tovarom. Prvým spôsobom odvážime ľubovoľnú hmotnosť, ktorá sa dá poskladať ako súčet niektorých závaží. Pomocou druhej metódy dokážeme hmotnosti aj odčítavať (rozmyslite si to).

Podľa zadania potrebujeme tri závažia, ktorých celková hmotnosť je 10 kg (ďalej už budeme písať kvôli jednoduchosti len čísla bez kilogramov). Zatiaľ predpokladajme, že hmotnosti závaží budú prirodzené čísla. Všimnime si, že 9 kilogramov tovaru dokážeme odvážiť len pomocou prvého spôsobu váženia (ak by sme chceli použiť druhú metódu, celková hmotnosť závaží by musela byť viac ako 10). To ale znamená, že niektoré dve závažia majú dohromady hmotnosť 9 a tretie závažie má hmotnosť 1 (dobre si to premyslite). Keďže jedno závažie je jednokilové, máme tieto štyri možnosti pre výber závaží: 1+1+8, 1+2+7, 1+3+6, 1+4+5. Zrejme pomocou závaží 1+1+8 nedokážeme odvážiť napríklad hmotnosť 3 a pomocou závaží 1+4+5 hmotnosť 7. Zvyšné dve možnosti sú vyhovujúce. V tabuľke je znázornený postup, ako pomocou závaží 1+2+7 (druhý stĺpec) alebo pomocou závaží 1+3+6 (tretí stĺpec) odvážiť tovar t požadovanej hmotnosti (prvý stĺpec). Značkou <> sú oddelené jednotlivé misky váh. 

1:
1<>t

1<>t

2:
2<>t

3<>t+1

3:
1+2<>t

3<>t

4:
7<>t+1+2
1+3<>t

5:
7<>t+2

6<>t+1

6:
7<>t+1

6<>t

7:
7<>t

1+6<>t

8:
1+7<>t

3+6<>t+1

9:
2+7<>t

3+6<>t

10:
1+2+7<>t
1+3+6<>t

Niektoré hmotnosti sa dajú odvážiť viacerými spôsobmi – v tabuľke je vždy len jeden príklad, ako sa to dá spraviť. 

Zatiaľ sme predpokladali, že hmotnosti závaží sú prirodzené čísla. Teoreticky by to tak byť nemuselo. Napríklad by sme mohli používať polkilové závažie a nejaké ďalšie. Žiadna nová trojica vhodných závaží by nám však nepribudla. Prečo je to tak, to vám neprezradím – skúste si to dokázať sami. Niektorí z vás sa o to pokúsili (Martin Bachratý, Mária Jirásková, Pavol Knor), ostatným som za to body nestrhával.
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3. (opravoval Rasťo Lenhart)  

Ak ste chceli úspešne vyriešiť tento príklad, potrebovali ste použiť dve základné veci. Prvá je, že trojuholník má súčet vnútorných uhlov 180°, čiže ak si veľkosť uhla CAB označím x, tak uhol ABC= 180° - 40° - x = 140° - x. Ďalšou je, že ak je trojuholník rovnoramenný, tak má uhly pri základni ( tá tretia strana s odlišnou dĺžkou ) rovnaké. Uhol DAE = uhlu DEA = x a uhol DFB = DBF = 140° - x. Súčet vnútorných uhlov v trojuholníku AED je 180° : uhol AED + uhol EAD + uhol ADE = 180°, čiže x + x + uhol ADE =180° a teda uhol ADE = 180° - 2x. Rovnako aj v trojuholníku DBF je súčet uhlov 180°, a preto uhol BDF = 180° - uhol DBF - uhol DFB = 180° - (140°-x) - (140°-x) = 2x - 100°. Okolo bodu D je priamy uhol, ktorý tvoria uhly ADE, BDF a náš neznámy kurz. Ich súčet je preto 180° : uhol ADE + uhol BDF + ? = 180°, čiže 180° - 2x + 2x - 100° + ? =180° , z čoho úpravou dostávame ? = 100°. Hľadaný kurz je 100°. Šťastnú plavbu...

4. (opravoval Miro Hudec) 

Skúsme sa najprv pozrieť, aké vlastnosti musí mať otázka, aby sme z odpovede jedného domorodca vedeli určiť, čo znamená ORI a čo NOKO.

Musí to byť otázka, na ktorú nám rovnako odpovie aj klamár aj pravdovravný. (Ak by odpovedali rôzne a my nevieme akú majú povahu, nevedeli by sme určiť nič.)

Musí to byť otázka, na ktorú poznáme odpoveď, aby sme vedeli určiť, čo znamenajú  slovíčka ORI a NOKO.

Takáto otázka existuje, dokonca nie jediná. Napríklad otázka „Klameš?“ 

Pravdovravný domorodec povie pravdu a povie „Nie“ (v našom jazyku). Klamár síce klame, ale bude klamať aj o tom, že klame, teda povie tiež „Nie“ (v našom jazyku). Teraz už len záleží na tom, čo nám odpovie domorodec. Ak povie na otázku „Klameš?“ ORI, tak ORI = nie a NOKO= áno, ak odpovie NOKO, tak NOKO= nie a ORI= áno.

Bodovanie: 5b za úplne riešenie so zdôvodnením, 4-4,5 b za riešenie, ktoré bolo skoro celé ale niečo chýbalo 0-2 b za pokusy o riešenie bez dobrého konca.

A ešte výsledky ankety o úlohách tejto série :


                      1:      2:      3:      4:      

Páčila :          4       22      8       13                

Nepáčila:      28       3       6        6                              

Najťažšia:     30       1       3        8     

Najľahšia:       0     27       9        8    
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