JSMF Žilina, Fakulta riadenia a informatiky ŽU, gymn. Veľká Okružná Žilina

S E Z A M , Školský rok 2006/07, vzorové riešenia 2. zimnej série

Milí riešitelia,

za Vami a aj za nami je druhá séria SEZAMu. Zdá sa, že ste sa s ňou popasovali celkom úspešne. Hor sa preto do ďalšej, poslednej zimnej série. Určite si na ňu cez sviatky nájdete čas, a dobré riešenia Vás posunú bližšie k pozvánke na marcové sústredenie pre riešiteľov zimnej časti. Máte sa určite na čo tešiť, takže smelo do toho... Pri tom Vám isto pomôže aj prečítanie a preštudovanie vzorových riešení.

Veselé Vianoce a veľa dobrých nápadov aj v Novom roku Vám za organizátorov želá SEZAMu Michal Prusák. A nezabudnite, že všetko o SEZAMe nájdete aj na www.sezam.sk.

1. (opravoval Tomáš Matula)    

Keďže na vnútornej kocke nezáleží, všímame si len farby 6 kociek. Ak sú všetky jednej farby, tak máme 2 možnosti, lebo si môžeme vybrať z 2 farieb. Keď budeme mať 1 kocku jednej farby a 5 druhej farby, tak máme tiež 2 možnosti (buď je tá 1 kocka zelená alebo červená), pretože kdekoľvek ju dáme, dá sa otočiť na tú istú. Teraz majme 2 kocky rovnakej a 4 inej farby. Dostaneme 4 možnosti: 2 kocky tej istej farby sú buď oproti sebe, alebo sa dotýkajú hranou a zase môžeme vymeniť farby. Nakoniec majme 3 jednej a 3 druhej farby. Tu vzniknú 2 možnosti: kocky sa môžu dotýkať v jednom bode, alebo sa budú nachádzať v jednom poschodí (rade). V tomto prípade sa farby nedajú vymeniť, lebo by sme dostali tie isté možnosti. 

Teda Klobúčik môže postaviť spolu 10 rôznych hviezd.

2. (opravoval Michal Škrečok Prusák)

Napíšme si súčet zo zadania pod seba:

[image: image1.png]


Veľmi dobrým začiatkom je „obmedziť“ možnosti pre niektoré číslice. Skoro všetci ste prišli na to, že namiesto A môže byť iba 0 alebo 5. Totiž pre žiadnu inú cifru neplatí, že jej trojnásobok (A+A+A) končí na tú istú cifru. Takisto vieme z prvého stĺpca povedať, že K je určite 1, 2 alebo 3. K nemôže byť nula (číslo nemôže začínať nulou) a nemôže byť väčšie ako 3, lebo N by bolo najmenej 12, ale potom by NAUKA mala o cifru viac.

Vieme však vylúčiť aj možnosť K=3. Ak doplníme tieto cifry do prvého stĺpca, zistíme, že N=9 (aby NAUKA nebola šesťciferná). Potom ale v druhom stĺpci máme N+N+N+zvyšok z 3. stĺpca, čo je najmenej 27. Do prvého stĺpca teda pôjde určite aj nejaký zvyšok, čo sme ale nechceli (9+zvyšok bude aspoň 10 a NAUKA má potom 6 cifier).

Všetky ostatné prípady teraz rozoberieme. Predtým však skúsme zistiť, aký najväčší zvyšok môže ísť z jedného stĺpca do nasledujúceho. Najväčšie možné trojnásobky cifier sú 27 a 24 (3.9 a 3.8), preto sa nemôže stať, aby do nasledujúceho stĺpca šiel zvyšok 3 (rozmyslite si prečo).

Stačí nám rozobrať tieto 4 prípady (možné kombinácie A a K):


A=0, K=1. Pozrime sa na druhý stĺpec, N+N+N+zvyšok z 3. stĺpca má končiť na nulu. N nemôže byť nula, lebo A=0. Preto 3N+zvyšok z 3. stĺpca je buď 10 alebo 20 (30 dostať nemôžeme). Ak 3N+zvyšok z 3. stĺpca = 10, potom by sa malo N rovnať 3, do prvého stĺpca ide zvyšok 1, máme tam teda 3.1+1 = 4, čo ale nie je 3 ako sme chceli. Táto možnosť nie je dobrá.  Ak 3N+zvyšok z 3. stĺpca = 20, potom by sa malo N rovnať 6, do prvého stĺpca ide zvyšok 2, máme tam teda 3.1+2 = 5, čo nie je 6, ako sme chceli. Preto tento prípad A=0, K=1 nevyhovuje.


A=0, K=2. Podobne ako predtým je N buď 3 (do 1. stĺpca ide zvyšok 1) alebo 6 (do 1. stĺpca ide zvyšok 2). Máme však 3.2+1 = 7, čo nie je 3 ako chceme; 3.2+2 = 8, čo nie je 6 ako chceme. Ani tento prípad A=0, K=2 nevyhovuje.

A=5, K=1. Pozrime sa na opäť na druhý stĺpec, N+N+N+zvyšok z 3. stĺpca má končiť na 5. Preto 3N+zvyšok z 3. stĺpca je buď 5, 15 alebo 25 (35 dostať nemôžeme). Ak 3N+zvyšok z 3. stĺpca = 5, potom by sa malo N rovnať 1, do prvého stĺpca ide zvyšok 0, máme tam teda 3.1 = 3, čo ale nie je 1 ako sme chceli. Táto možnosť nie je dobrá. Podobne sa dajú rozobrať aj ostatné dve, ak 3N+zvyšok z 3. stĺpca = 15, potom by N mohlo byť jedine 5, ale máme už A=5 a rôzne písmenká máme nahrádzať rôznymi ciframi. A nakoniec, ak 3N+zvyšok z 3. stĺpca = 25, potom N musí byť 8, do prvého stĺpca ide zvyšok 2. V ňom ale potom máme 3.1+2 = 5, čo nie je 8 ako potrebujeme. Ani tento prípad A=5, K=1 nevyhovuje.

A=5, K=2. Podobne ako predtým môžeme mať iba N = 1 a N = 8. Ak sa zadívame na prvý stĺpec, je nám jasné, že N = 1 nie je dobrá možnosť – máme tam 3.2 = 6, čo je omnoho viac než 1. Ostala nám možnosť N=8, vtedy nám do 1. stĺpca ide zvyšok 2, čo zatiaľ „sedí“ – lebo 3.2+2 = 8, presne ako potrebujeme. 


Skúsme doplniť ostatné cifry. V 4. stĺpci máme 3.H+1 (zvyšok z posledného stĺpca) končiace na cifru 2. Trojnásobok H teda končí na 1 – jediné také H je 7 (stačí si napísať trojnásobky všetkých cifier). Do tretieho stĺpca nám prechádza zvyšok 2 (lebo 3.7+1 = 22). Máme v ňom potom, že 3.I+2=1U (do druhého stĺpca nám totiž treba zvyšok jedna, lebo 3.8+1 = 25). Jediné I, ktoré prichádzajú do úvahy sú potom 3, 4 a 5 (požadujeme od nich, aby ich trojnásobok plus 2 začínal na cifru 1). Vieme však, že I nemôže byť 5, lebo A=5. Takisto aj možnosť I=4 vieme ľahko vylúčiť – 3.4+2 = 14, teda potom aj U=4, čo nie je možné. Preto nám ostala len možnosť I=3, vtedy je U=1 (3.3+2=11). Táto možnosť naozaj vyhovuje – stačí overiť, či nám „sedí“ súčet. 

Poctivo sme rozobrali všetky prípady, preto má úloha iba jedno riešenie – K=2, N=8, I=3, H=7, A=5, U=1.

3. (opravoval Rasťo Lenhardt)  

Našou úlohou je zistiť, akú časť čokolády tvorí vyšrafovaný trojuholník. Poznáme plochu celej čokolády a keby sme vedeli, akú časť zaberá nevyšrafovaná časť, tak by sme z toho vedeli určiť už aj vyšrafovanú. Skúšame to s nevyšrafovanou časťou preto, lebo tá sa skladá z trojuholníkov, o ktorých vieme viac informácií než o tom vyšrafovanom. 

Pozrime sa na trojuholník DBE. Jeho obsah by sme chceli vypočítať podľa známeho vzorca S = základňa . výška / 2. Základňa DB tohto trojuholníka je dlhá 3/4 AB. A aká je jeho výška EY? Všimnime si trojuholníky XBC a YBE. Sú podobné, pretože majú rovnaké uhly. Vieme, že strana BE je štvrtina strany BC. Preto je trojuholník YBE 4-krát menší, čiže aj strana EY je dlhá 1/4 CX. Trojuholník DBE má preto trojštvrtinovú základňu a štvrtinovú výšku oproti celému trojuholníku ABC, a preto zaberá (1/4) . (3/4) = 3/16 jeho obsahu. V postupe sme nijako špeciálne nevyužívali, pre ktorý z troch trojuholníkov počítame obsah. Preto presne rovnaký postup môžeme použiť aj na výpočet obsahov zvyšných dvoch nevyšrafovaných trojuholníkov. Spolu je obsah nevyšrafovanej časti 3/16 + 3/16 + 3/16 = 9/16, a preto je obsah vyšrafovanej časti (1 - 9/16) = 7/16 celej čokolády.

4. (opravoval Hynek Bachratý) 

Na začiatok je dobré vyjasniť si, čo to znamená, keď niekto z domorodcov povie „Obaja moji susedia sú klamári.“ Ak to povedal P (pravdovravný), musí to byť pravda, a preto jeho obaja susedia sú naozaj K (klamári). Pri stole teda P sedí v pozícii K-P-K.

Ak to povie K, v skutočnosti nie je pravda, že obaja jeho susedia sú K.  Na to, aby klamal teda stačí, aby z jeho susedov aspoň jeden bol P. (Niektorí si mysleli, že obaja susedia K musia byť P, ale to nie je nutné. Ak sľúbite rodičom, že dnes aj zajtra umyjete riad, stačí ak to nespravíte jeden deň a sľub ste nesplnili.) Klamár teda pri stole môže sedieť so susedmi K-K-P, P-K-K alebo P-K-P.

Z tohto sa dá tiež usúdiť, že pri stole nemôžu vedľa seba sedieť dvaja P (susedia P sú vždy K), ani traja K (prostredný by potom vlastne hovoril pravdu). A z tohto tiež vyplýva, že pri stole nemôžu byť len K alebo len P, teda pri stole sedí aspoň jeden K a aspoň jeden P.

Ďalej ste úlohu riešili dvomi spôsobmi. Mohli ste prebrať všetky možné rozsadenia. Ak začnete s P, jeho susedia sú určite K. Ich zvyšní susedia už môžu byť P alebo K, atď. Možností nie je a6 tak veľa, pri stole sa nakoniec buď striedajú P a K, alebo sedia v poradí P-K-K-P-K-K-P-K. (Nakreslite si obrázok.) V oboch prípadoch sú P aspoň traja. Niektorí sa snažili rozsadiť domorodcov tak, aby K bolo čo najmenej. Ak začnú s P, jeho susedia sú K a ich susedia môžu byť K. Vedľa nich už musia byť P. Medzi nimi je posledné miesto, kde musí byť K. Takže aj keď sme sa snažili, stále musia byť traja P. (Tu je ale otázne, či tento postup určite vedie k najmenšiemu počtu P. Keď sa chcem najrýchlejšie dostať z mesta A do mesta B, často je dobré pohnúť sa opačným smerom, kde je zastávka autobusu... Preto je istejšie prebrať všetky možnosti.)

Druhý spôsob bol ukázať, že menej ako traja P pri stole sedieť nemôžu. K tomu stačí využívať, že vedľa seba nemôžu byť traja K. Už sme spomenuli, že ak by pri stole bolo 0P,  potom pri stole sedí 8K a teda aj trojice K. Podobne ak by pri stole bol len 1P, zvyšných 7K sedí vedľa seba a to nie je možné. Ak by boli pri stole 2P, medzi nimi sú buď 0K a 6K, 1K a 5K , 2K a 4K alebo 3K a 3K. Vo všetkých prípadoch nájdeme za stolom vedľa seba sediacu trojicu K, čo je „zakázané“. (Aby bolo toto riešenie úplné, treba okrem vylúčenia možností s 0P, 1P a 2P nakresliť aspoň jedno možné rozsadenie domorodcov s 3P alebo 4P, aby bolo jasné, že si Klobúčik celú historku nevymyslel alebo nepoplietol.)
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