JSMF ZILINA, FAKULTA RIADENIA A INFORMATIKY ZU
SEZAM, skolsky rok 2018/19, vzorové rieSenia 2. letnej série

Mili riesitelia,

do ruk sa kvam prave dostali zadania tretej, a teda poslednej letnej série
tohtorocného SEZAMu. Reno, Magdaléna, Jacob, Diana a Arcus sa velmi poteSili
vSetkym vasim rieSeniam. Zaroven na vas cCaka posledna sada Uuloh, s ktorymi
potrebuju poméct. Vyuzite posledni moznost zabojovat o ¢o najlepsie umiestnenie vo
findlnom poradi. Ti najuspesnejsi z vds sa moOzu tesit na letny tabor, ktory sa bude
konat v drioch 9. az 18. augusta. Pred tym nez sa pustite do rieSenia Uloh, si este
precitajte tieto vzorové riesenia, urite vam to poméze.

Nakoniec vas este chceme poprosit, aby ste poctivo vyplnali celd hlavicku na kazdé
jedno rieSenie. Znac¢ne nam to pomoze pri organizacii. Nezabudnite, ze vsetko
o SEZAMe najdete aj na stranke www.sezam.sk

Za organizatorov vam vela Uspechov Zela Martin Bachraty.

Priklad & 1 (opravoval Adam Kriaze)

Jacob a Diana nenatierali Arkusov plot velmi efektivne, vacsinu dosiek viac krat
premalovavali. Nas vSak zaujima len aka farba bola na doske ked’ skoncili. Najprv
premalovali nasobky jednotky (na bielo), potom nasobky dvojky, potom trojky a tak
dalej. Ked sa pozrieme na jednu konkrétnu dosku, vieme povedat, ze bola
premalovana tolko krat, kolko ma delitelov (lebo na kazdého delitela bola raz
premalovanad). TaktieZ si mézeme vsSimnut, Ze to akl ma farbu doska na konci zavisi
iba od toho aku paritu ma pocet jej delitelov. Dosky s parnym poctom delitelov budu
modré a dosky s neparnym poctom delitelov budu biele.

Dobre teda, teraz potrebujeme zistit kolko cisel bude mat parny a kolko
neparny pocet delitefov. Delitele ¢isla maju jednu zaujimavu vlastnost - vzdy sa
vyskytuju po dvojickach. Totiz, ak ma Cislo x delitela a pricom x : @ = b, vieme, ze aj
b bude delitel ¢isla x (lebo x : b = a). Cisla a a b su dvojicky, ktoré sa nezaobidu
jedna bez druhej. Ak existuje jedna musi aj druha.

KedZe sa delitele vzdy vyskytuju po dvojickach, teoreticky by potom kazdé Cislo
malo mat parny pocet delitefov. Existuje vSak jedna vynimka, a to pripady, kde su
obe Cisla v dvojicke rovnakeé. Napriklad Cislo 16 ma delitele 1 a 16, 2 a 8, a potom 4.
Cislo 4 ma dvojicku samé seba, preto Cislu 16 prida iba jedného delitela. Takto
dostaneme Cislo s neparnym poctom delitelov a teda bielu dosku. Uz ndm len staci
spocitat kolko takych &isel bude v Arkusovom plote. Budito ¢islal-1=1,2:2 =4,
3:-3=9, .., 1010 = 100 (teda druhé mocniny prirodzenych cisel). Tychto je 10,
zvysnych 90 dosiek teda bude modrych. Hotovo.

V plote bolo nakoniec 10 bielych a 90 modrych dosiek.

Poznamka k rieseniu:
V Ulohdch tohto typu, kde potrebujeme nieco zistit pre velky pocet ¢isel (tu je to
1 aZ 100) sa vacsinou oplati vypisat si niekolko prvych &isel a pozriet sa ¢o sa
tam deje. Mnohi z vas ste si tak vsimli, Ze biele su vzdy druhé mocniny.
Nasledne je ale rovnako dblezité ukazat preco to, ¢o ste si vsimli, bude vzdy
platit. Ak to neukazZete, tak nevieme i to plati vZdy, alebo len na Cislach ktoré
ste vyskusali.




Priklad & 2 (opravovali Timea Jakubdcyovai a Milos Micik)

Na obrazku je modrou zaznacené vsetko, ¢o vieme zo zadania.
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Pozrime sa najskor na trojuholnik DEC. Zo zadania vieme dva jeho vnutorné uhly, a
kedZe
vieme, Ze sucet uhlov v trojuholniku je vzdy 180°,vieme si vypocditat velkost tretieho uhla:

|.CED| + |2DCE| + |2EDC| = 180°
|.CED| = 180° — |2DCE| — |2EDC|
|~CED| = 180°— 30°— 75°
|LCED| = 75°

Teraz vidime, Ze trojuholnik DEC ma dva vnutorné uhly rovnako velké. Znamena to, Ze
je rovnoramenny so zakladriou DE. DIzky jeho ramien EC a DC teda musia byt zhodné, takze
|[EC| = |DC|, a teda |EC| = 10m.

V trojuholniku EBC vieme vypocitat uhol pri vrchole C. Vieme, Ze kazdy z vnutornych
uhlov Stvorca je pravy, teda ma vel kost 90°. Teda aj |«DCB| = 90°. A kedze Usecka CE
rozdeluje tento uhol na dve dasti, velkost uhla DCB je sué¢tom velkosti uhlov DCE a ECB.
Velkost uhla DCE pozname, takze vieme vypocitat velkost uhla ECB:

|.DCE| + |£ECB| = |2~DCB|
|LECB| = |2DCB| — |2DCE|
|~ECB| = 90° — 30°
|LECB| = 60°

Pozrime sa na trojuholnik EBC. Vidime, ze dve z jeho stran (EC a BC) su rovnako dlhé,
¢o znamena, ze je rovnoramenny so zakladnou EB. Znovu pouzijeme fakt, ze sucet uhlov v
trojuholniku je 180°, a zZe v rovnoramennom trojuholniku maju uhly pri zakladni rovnaku
velkost :

|~BEC| = |2«CBE]|
|.CBE| + |2ECB| + |2BEC| = 180°
|£ECB| + 2 |«BEC| = 180°
2 - |2BEC| = 180° — |£ECB|
2+ |«BEC| = 180° - 60°
2 |2«BEC| = 120°
|2BEC| = |«CBE| = 60°

Zistili sme, Zze oba uhly pri zakladni sa rovnaju 60°. AvsSak aj treti uhol trojuholnika ma
60°. To znamena, ze trojuholnik EBC je rovnostranny, a teda vSetky jeho strany maju
rovnaku dlzku. Preto |EB| = |EC| = |BC| = 10m.

Chodnik EB je dlhy 10 metrov.



Priklad ¢ 3 (opravovala Ajka Kucharikova)

Nevieme aka presne hrubda bola Magdina kniha. Preto chceme zistit, ako
vyzeraju vsetky Renove obltUbené &isla. Potom by sme vedeli spocitat kolko ich je pre
hocijako hrubu knihu.

Skisme vypisat prvych par &isel z knihy. Prva strana ma d&islo 1 a na kazdej
dalSej strane je cCislo o tri vacsie: 1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, ... . UZ sme nasli
jedno Renove (oblUibené) ¢&islo 22. Takto by sme mohli vypisovat donekonecna, ale
trvalo by to moc dlho. Skisme sa radsej zamysliet, ¢i nevieme o Cislach stran nieco
viac.

Keby mala prva strana cislo 0, tak by sme dostali Cisla stran 0, 3, 6, 9, 12, 15,
..., teda néasobky Cdisla tri. KedZe sme zacali od strany cislo 1, tak dostavame cisla
stran o 1 vacsSie ako nasobok Ccisla tri: 1, 4=3+1, 7=6+1, 10=9 + 1,
13 = 12 + 1 atd. Takze Cisla, ktoré mo6zu byt na niektorej strane knihy, st také cisla,
ktoré davaju po deleni troma zvysok 1.

Pripomerime si pravidld delitelnosti tromi. Cislo je delitelné tromi prave vtedy,
ak je aj jeho ciferny sucet delitelny tromi. Taktiez plati, ze ak k Cislu pripocitam
nasobok trojky, tak sa jeho zvysok po deleni tromi nezmeni. Ak mam napriklad cislo,
co po deleni tromi da zvysok 2, a pripocCitam k nemu 33, tak aj nové Cislo da po deleni
tromi zvys$ok 2 (rozmyslite si preco). Teraz skusime zistit, ktoré Renove d&isla davaju
po deleni troma zvysok jedna.

Pozrime sa najskor na Renove Cisla zo samych jednotiek. Su to Cisla 11, 111,
1111, 11111, 11111, 111111, ... . Pozrime sa, Co sa stane, ak k Cislu v tvare
111...111 pripiSeme zlava tri jednotky. Pripisanie troch jednotiek je vlastne to isté,
ako ked k Cislu priC¢itame Ccislo 111000...000 (pocCet nul je rovny poctu jednotiek
v pévodnom Cisle). No a toto pripocitané cislo ma ciferny sucet tri, takze je delitelné
tromi. To znamena, ze nové Cislo dava po deleni troma rovnaky zvysok ako pévodné
dislo.

Cislo 11 dava po deleni troma zvy3ok dva, takZe nie je Renove &islo. Ak k nemu
pripiSeme tri cifry 1, tak sa jeho zvysSok po deleni troma nezmeni. Preto ani Cislo
11111 nie je Renove Cislo. No a podobny argument mézeme opakovat. Teda ani Cislo
zlozené z 8 cifier 1 nie je Renove Cislo, ani z 11 cifier 1, atd. Takze cisla, ktorych
pocet jednotiek dava po deleni troma zvysok dva, nikdy nebudu Renove Cdisla.
Podobne to bude s Cislami, ktorych pocet jednotiek je delitelny tromi. Zacneme cislom
111, ktoré nie je Renove Cislo, lebo po deleni troma ddvam zvysok nula. No
a k tomuto ¢&islu mdzeme postupne pridavat po troch jednotkach, takZe postupne
dostaneme vsSetky mozné Cisla s po¢tom jednotiek delitelnym troma. A vSetky tieto
¢isla budl davat po deleni troma zvysok nula, takZze Ziadne z nich nebude Renove
Cislo. Ako posledné otestujme Cislo 1111. Toto Cislo je Renove Cdcislo, kedze
1111 = 370 - 3 + 1. Pridanim troch jednotiek na zaciatok sa zvysok 1 po deleni troma
nezmeni, takze aj ¢islo 1111111 bude delitelné troma. A opat mbzeme tento krok
opakovat. Renove disla zlozené zo samych jednotiek su teda také viacciferné disla,
ktorych pocet cifier dava zvysSok 1 po deleni troma.

Rovnaky postup ako pre cifru 1 mézeme zopakovat pre Cisla zloZzené iba z cifier
2, iba z cifier 4, iba z cifier 5, iba z cifier 7 a iba z cifier 8. Aj v tychto pripadoch je
pripisanie troch cifier na zaciatok to isté ako pricitanie Cisla, ktoré ma na zaciatku tri
rovnaké cifry, a potom vela nul (zamyslite sa preco je takéto Cislo vzdy delitelné
troma, bez ohladu na to aku cifru pouzijeme). StaCi nam teda pre kazdu cifru
otestovat Cisla zloZzené z dvoch, troch a Styroch cifier a zistit, ktoré z nich dava po



deleni troma zvysok 1.

Pre cifru 2 to je Cislo 22. Takze Renove Cisla zlozené zo samych dvojok su také
viacciferné Cisla, ktorych pocet cifier dava zvysok 2 po deleni troma.

Pre cifru 4 to je Cislo 4444. Takze Renove Cisla zlozené zo samych Stvoriek su
také viacciferné cisla, ktorych pocet cifier ddva zvysok 1 po deleni troma.

Pre cifru 5 to je Cislo 55. Takze Renove Cisla zlozené zo samych patiek su také
viacciferné Cisla, ktorych pocet cifier dava zvysok 2 po deleni troma.

Pre cifru 7 to je Cislo 7777. Takze Renove disla zlozené zo samych sedmiciek su
také viacciferné cCisla, ktorych pocet cifier ddva zvysok 1 po deleni troma.

Pre cifru 8 to je Cislo 88. Takze Renove Cisla zlozené zo samych osmiciek su
také viacciferné Cisla, ktorych pocet cifier dava zvysok 2 po deleni troma.

Cisla zloZené iba z cifier 3, iba z cifier 6, alebo iba z cifier 9 testovat nemusime.
Hociktoré z tychto Cisiel je totiz ndsobok &isla tri (skiste overit preco to tak je), takze
Ziadne z nich nebude Renove Cislo.

Takze sme nasli vSetky mozné Renove Cisla. Teraz kebyze vieme, kolko ma
kniha stran, tak vieme presne povedat, kolko v nej bude Renovych &isel, a ktoré &isla
to su.

Priklad ¢ 4 (opravoval Hynek Bachraty)

Vcela mala obliezt vdetky hrany 5-bokého hranola, ktory mal dizku hrany
podstavy 3cm a dizku hrdn medzi podstavami 5cm. Véetky hrany preto spolu mali
dizku 5-3+5-3+ 5.5 =55cm. Na menej centimetrov sa to teda urcite neda. Ale
nepOjde to ani na 55. Preco?

Problém je v pocte hran, ktoré sa stretdvaju vo vrcholoch hranola. Vrcholov je
spolu 10, a v kazdom sa stretnd 3 hrany. Pokial vo vrchole lienka zacina svoju cestu,
nemusi to byt problém. Jednou hranou z vrcholu odide, a neskor druhou pride
a tretou odide niekam dalej. Podobne sa da zvladnut aj posledny vrchol jej cesty.
Jednou hranou najskér pride, druhou odide, a nakoniec tretou pride a skondi
obliezanie.

Zostalo ale este 8 vrcholov, v ktorych lienka nezacina ani nekonci. Prvou hranou
do kazdého z nich vojde, druhou odide, a tretou zase pride. V takomto vrchole uz ale
nesmie zostat, a musi este raz odist. Po tejto Stvrtej hrane ale péjde druhy raz.
Niektoré cesty si teda zopakuje, a dizka jej cesty preto bude viac ako 55cm.

Kolko ciest najmenej si takto musi zopakovat? Opakovan( Stvrtl cestu cez
vhodnU hranu musi spravit spolu v 8 vrcholoch hranola. Ak ale kazda hrana povedie
medzi dvomi z tychto vrcholov, mohli by stacit 4 ,opakovacie" hrany.

A kolko cm bude musiet takto pridat? Ak by vsetky 4 potrebné hrany boli na
podstavach, stadilo by pridat 4 -3 = 12cm. Spolu by tak lienke stacilo prejst
55 + 12 = 67cm. Da sa ale tento najmensi pocet centimetrov dosiahnut? Nastastie
da, a to viacerymi spdsobmi.

Tu popiSeme len ten najjednoduchsi. Lienka pristane na niektorom vrchole,
a potom obide cell jemu prislichajucu podstavu (5 - 3 = 15cm). Potom prejde (5cm)
na druhd podstavu, atiez ju celd obide (dalSich 53 = 15cm). Teraz jej zostalo
prejst este zvysné Styri 5 centimetrové spojnice hornej a dolnej podstavy. To méze
postupne urobit, ale treba si dat pozor, aby sa medzi nimi prestvala (druhy krat) len
po 3 centimetrovych hranach podstav.

Nakreslite si obréz,ok a skontrolujte si, ze pri tomto postupe naozaj prejde dva
krat len po 4 hranach dizky 4cm, a teda spolu prelezie 67cm. Tento najmensi mozny
vysledok sa jej tak podari dosiahnut, a ide o spravnu odpoved.



