JSMF ZILINA, FAKULTA RIADENIA A INFORMATIKY ZU
SEZAM, skolsky rok 2018/19, vzorové rieSenia 3. zimnej série

Mili riesitelia,

spolu s trefou sériou sa konéi aj zimna &ast tohtoroéného SEZAMU. Reno, Magdaléna, Jacob, Diana a Arcus sa s
vami do jari IG¢ia. NajSikovnejsich z vés Caka zimné sustredenie v Svp Sipkova v Terchovej, ktoré sa bude konat v
termine od 28. do 31. marca. Skor nez sa pustite do vypliiania navratky, precitajte si este tieto vzorové riesSenia.
Nezabudnite, ze vSetko o SEZAMe najdete aj na www.sezam.sk

Za organizatorov vam vela Uspechov zela Martin Bachraty.

Priklad ¢ 1 (opravovala Basa Marecakova)

Ulohu vadéina z vas uchopila spravne a najskér si pozrela, ¢o znamend, e dve ¢Cisla sU
sudelitelné, a ¢o znamenad, ze nie su. Cisla st sudelitelné vtedy, ak ich obe vieme vydelit bezozvysku
¢islom vacsim ako 1. Nesudelitelné su vtedy, ak najvéacsie éislo, ktorym vieme obe vydelit bezozvysku
je 1. Napriklad ¢isla 3 a 7 sU nesudelitelné, zatial' ¢o, ¢isla 3 a 9 su sudelitelné (obe sa daju vydelit
bezozvysku &islom 3).

Polty rytierov v piatich cipoch hviezdy maju byt navzajom nesudelitelné, lebo nie si spojené
chodnickom. V&csina z vas si zvolila prvocisla. KedZe prvocislo je delitelné len sebou samym
a Cislom 1, tak bude s inym prvocislom vzdy nesudelitelné. Vyhovuja napriklad cisla 5, 7, 11, 13, 17.
Avsak kludne si mdzeme zvolit namiesto 7 aj napriklad Cislo 4 (= 2 - 2).

Teraz sa pozrime na to, ako doplnit ¢&isla do piatich vnutornych posedov. Skisme do kazdého
z nich doplnit suéin &isel v dvoch susednych cipoch. Napriklad do vnutorného posedu susedného
s cipmi s ¢islami 7 a 11 doplnime &islo 7 - 11 = 77. Cislo 77 je naozaj sudelitelné s &islami 7 aj 11
v susednych cipoch. Zaroven nie je sudelitelné s Cislami vo zvysnych cipoch (5, 13 a 17). Skdlste si
premysliet, preco to plati aj pre vSetky ostatné vnutorné posedy.

Nakoniec sa este pozrime na (ne)sudelitelnost ¢isel vo vnutornych posedoch. Z obrazka si
mbzeme vSimnut, ze dva vnltorné posedy su spojené chodni¢kom prave vtedy, ked maja spolo¢ného
suseda medzi cipmi hviezdy. No v takom pripade su Cisla v oboch vnatornych posedoch delitelné cislom
v tomto susednom cipe, a teda sudelitelné. Napriklad posedy s cislami 35 a 77 su oba susedné s cipom
s Cislom 7, a preto su obe (Cisla delitelné s ¢islom 7. No a ak dva vnutorné posedy nie sU spojené
chodni¢kom, tak z podobného dovodu disla v nich budu nesudelitelné.

Nasli sme postup, ako méZeme doplinit éisla do vsetkych posedov pricom splnime podmienky
zo zadania.



Priklad ¢. 2 (opravovali Lenka a Miro Hudecovci)

Predpokladajme, ze existuje také rozloZenie hib medzi hubarov, Ze Arcus si nevie vybrat troch z
nich, ¢o maju dokopy 50 dubakov. Takze ak si zoradime hubarov podla poctu hab a sc¢itame tych troch,
¢o maju najviac, tak maju dokopy menej ako 50. To znamend, Zze zvysni Styria maju dokopy viac
ako 50. Pozrime sa, ako to mdzu docielit. Najviac hub mdézu mat, ak ich poéty budi za sebou iduce
Cisla (5+7+8+9<6+ 7+ 8+ 9). Inymi slovami, akékolvek “vynechané” cisla by nam umoznili
vytvorit rozdelenie, v ktorom by mali eSte viac hub. Preto zoberme maximalne rozdelenie, kde su pocty
za sebou iduce disla.

Ak bude najmensie z Cisel 11, tak dostaneme 11 + 12 + 13 + 14 = 50 dubakov. To je vSak
malo, potrebujeme aspon 51. Tym padom aspofl jeden zo zvy$nych Styroch hubarov musel nazbierat
asponl 15 hdb. Z toho dovodu kazdych z troch hubarov, ktori nazbierali najviac dubakov, musel
nazbierat viac ako 15. Najmenej teda tito traja mohli nazbierat 16 + 17 + 18 = 51 dubdkov, no to je
v rozpore s tym, ¢o sme predpokladali na zaciatku.

Arcus si teda vZdy vie vybrat troch hubarov, ktori spolu nazbierali aspori 50 dubéakov.

Pozndmka opravovatelov:

Viaceri riesitelia spravili predpoklad, Ze staéi preverit “priemerné" / “rovnomerné" / “postupné"
rozloZzenie hribov medzi hubarov bez toho, aby zdbvodnili pre¢o. Pre tych Styroch, o maju najmenej
hub sme to uz ukazali, ze ak chceme, aby "ukrojili" ¢o najviac z celkového poctu hribov, tak musia
tvorit postupnost. Z podobného dbvodu, ti prvi traja budu tvorit pokracovanie postupnosti (s malou
odchylkou, lebo nemame taku postupnost 7 celych C&isel, o by mala suéet 100). Ked chceme, aby mali
¢o najmenej ako sa da, tak akékolvek “vynechané" &islo by ndm umoZnilo vytvorit iné rozdelenie,
v ktorom by mali menej hib. 17 + 16 + 15+ 14 + 13 + 12 + 11 = 98, chybajuce dva hriby méZzeme
dat len prvym dvom, aby nam nevznikli dve rovnaké ¢isla (15, 16, 19 alebo 15, 17, 18) a v oboch
pripadoch maju takto sucet 50. Teda sme dospeli k rovhakému vysledku, Zze vzdy bude vhodna trojica
pre pripravu elixiru existovat,



Priklad ¢. 3 (opravoval Hynek Bachraty)

Tato Uloha bola ozaj tazka, a uznanie patri
vSetkym, ktori sa do nej pustili, bez ohladu na to
k akému vysledku sa dopracovali. Spravna odpoved’
ale bola, Ze 4 body sa vzdy daju nakreslit tak, aby sme
dostali 6 rovnoramennych trojuholnikov. D& sa to ale
len jedinym spravnym spbésobom, bolo teda treba aj
presne vypoditat a napisat, ako to musi byt
zostrojené.

Zakladom Uspechu bolo najst symetrické
rozlozenie bodov a spravne urdit rovnaké ramena
jednotlivych trojuholnikov. Ako to ma byt vidite vedla
na obrazku. Doélezité je vidiet, Ze |UV| = |[VA]
a |UX| = |UA| atd. Niektori toto rozlozenie uvideli alebo uhadli, najlepsi riesitelia preskimali aj vsetky
dalSie moznosti rovnoramennosti a ukazali, Zze toto je jedina moznost. Tento ndpad ale na spravne
rieSenie eSte nestacil. Je mozné takto navrhnuté dlzky stréan naozaj pouzit, da sa takyto Gtvar zostrojit?
Ako to treba spravit, ako zacat? Aby bol vyznam tychto otadzok jasny, pozrite sa na dalSie dva obrazky.

Aj na nich pri prvom pohlade vidime rieSenie Ulohy. Ked' sa ale pozrieme lepSie, vidime, Ze na prvom
obrazku v skutoCnosti napr. UVA nie je trojuholnik! A ten druhy by sa nam sice podarilo narysovat, ale
body U,V,X,Y by nelezali na priamke! (Alebo ak by lezali, nevysli by uvedené dizky...)

Aby sme si overili, ¢ je nad$ navrh skutoéne spravny a realizovatelny, budeme rozmyslat
o uhloch na obrazku. (Niektori z vas nasli aj dalSie spravne, ale tazsie rieSenie pomocou Pytagorovej
vety.) Ako a (alfa) sme si oznadili velkost uhlu pri vrchole U. Pomocou a sme uz oznadili velkosti
véetkych daldich uhlov. VyuZivali sme k tomu zhodnost uhlov pri rovnakych ramenéch, to Ze sudet
velkosti uhlov v trojuholniku je 180° alebo to, Ze striedavé uhly maji spolu 180°. Ked sme hotovi

s ozna¢ovanim, mdzZeme sa pozriet napriklad na AVYA. Ten ma rovnaké ramena AY a VY, preto sa
musia rovnat aj uhly pri nich. Teda 180° - 3a = 2a . Z tejto rovnice uz lahko zistime, Zze 180° = 5a,
ateda a = 36°. Potom si méZeme doratat aj daldie uhly a je jasné, Zze s ich pomocou uZ vieme pre
lubovolnl priamku a bod A zostrojit aj U,V,X a Y. (Niektori rieSitelia konstrukciu podrobne popisali.
NajlepSie je zacat spustenim kolmice z A na p, a pokracovat vyuzitim polovice velkosti uhla UAY
a VAX.) Pozor, da sa to ale len jedinym spravnym spdsobom, preto bolo délezité vypocitat, ako takuto
konstrukciu spravit a ¢i sa to naozaj vzdy podari!



Priklad & 4 (opravoval Ondro Belan)

PokuUsime sa najst Citatel' a menovatel Dianinho zlomku. Najskor sa zamyslime, &i Citatel, alebo
menovatel, mbze byt zaporné Cislo. Ak by bol zdporny aj Citatel, aj menovatel, tak zaporny bude aj ich
sucet. No ich sucet je podla zadania 2019, o nie je zaporné Cislo. Ak by bol zaporny iba citatel, alebo
iba menovatel, tak aj celkova hodnota zlomku bude zaporna. No zaroven vieme, ze Dianin zlomok je
najvacsi spomedzi vSetkych zlomkov spliajucich prvé dve podmienky zo zadania. Lahko sa
presvedéime, Ze existuje viacero kladnych zlomkov spifiajicich prvé dve podmienky (napriklad
1/2018). Takze najvacsi spomedzi tychto zlomkov musi byt taktiez kladny. Prisli sme teda zatial na to,
Ze Citatel' aj menovatel su kladné prirodzené Cisla.

Druha podmienka zo zadania nam hovori, ze hodnota hladaného zlomku je mensia ako 1/5. To
bude pravda prave vtedy, ak bude menovatel viac nez 5-nasobok citatela (ak by bol menovatel presne
5-nasobkom Cditatela, tak hodnota zlomku bude prese jedna patina). Takze sucet Citatela a menovatela
je vacési nez $est ndsobok Citatela. Prvd podmienka ndm hovori, Ze tento sucet je 2019. Takze 2019 je
viac nez 6-nasobok ditatela. Z toho dostavame, Ze 2019 : 6 = 336,5 je viac nez Citatel. KedZe citatel je
prirodzené d&islo, tak mdze byt najviac 336. Ak za dCitatela zvolime toto dislo, tak menovatel' bude
2019 - 336 = 1683 a dostaneme zlomok 336/1683. Je toto najvacsi mozny zlomok spliajlci prvé dve
podmienky zo zadania?

Hocijaky iny zlomok spifiajuci prvé dve podmienky ma Citatela mensieho nez 336 (uz vieme, Ze
Citatel' je najviac 336, a jediny zlomok, kde je Citatel presne 336 je 336/1683). No ak zmensime
Citatela, tak o rovnaké Cislo musime zvacsit menovatela (kedze ich sucet je vzdy 2019). Kazdy zlomok
iny nez 336/1683 (a spifiajuci prvé dve podmienky zo zadania) teda dostaneme zmengenim Citatela
a zvacSenim menovatela. No hodnota takého zlomku bude vzdy mensia nez hodnota povodného
zlomku (zamyslite sa preco).

Diana myslela na zlomok 336/1683.



