JSMF ZILINA, FAKULTA RIADENIA A INFORMATIKY ZU
SEZAM, skolsky rok 2019/20, vzorové riesenia 3. letnej série

Mili riesitelia,

spolu s tretou sériou kondéi aj celd letnd ¢ast SEZAMu. Lucy, Anke, Gallo a Pierre vam z dadvneho praveku vsetkym
dakuju za celoro¢n pomoc pri rieSeni ich problémov a praju pekné a pohodové leto. Tych najsSikovnejsSich z vas
navyse caka letny tabor, ktory sa bude konat v dfioch 31. jdla az 9. augusta na Hutach. Pred tym, nez sa pustite
do vyplnania navratky, si este precitajte tieto vzorové riesenia.

Pozorne sledujte strdnku www.sezam.sk, kde budeme informovat o vSetkom dblezitom ohladom sutaze a tabora.

Za organizatorov vam vela Uspechov Zeld Martin Bachraty.

Priklad ¢ 1 (opravoval Marian Kurcina)
Mame dve podmienky, ktoré musia Pierre a Anke zachovat:
P1 - Aspon 4 misky s rovhakym ovocim musia zostat zatvorené.
P2 - Aspon 3 misky s inym ovocim musia zostat zatvorené.

Mame najst najvacési pocet misiek, ktoré moézu otvorit bez toho aby boli porusené podmienky.
Vieme, ze ak pri tomto pocte otvoria dalSiu misku, tak aspon v jednej situacii nebudl obidve
podmienky splnené. Preto budeme hladat najvaési mozny pocet zatvorenych misiek, pri ktorom nebudu
platit obe podmienky naraz. Ak tento podet ndjdeme, tak po pridani este jedného zatvoreného pohara
budl podmienky vzdy platit.

Ak bude platit P1 a P2 nie, tak z jedného ovocia budeme mat aspori 4 misky a z dalSich ovoci
budeme mat menej ako 3 misky. Pri najvy$Som moznom pocte zatvorenych misiek s nesplnenymi
podmienkami budeme mat z dvoch ovoci po 2 misky a z jedného ovocia aspor 4 misky. Z posledného
ovocia dokdzeme mat maximalne 8 misiek, ak to budl slivkové kompdty. Teda budeme mat 8
slivkovych kompoétov, 2 visfiové a 2 jablkové, ¢o je spolu 12.

Ak bude platit P2 a P1 nie, tak z kazdého ovocia mbzeme mat najviac 3 misky. V opa¢nom
pripade by platilo P1. KedZe mame tri druhy ovocia, tak v tomto pripade mézeme mat najviac 3 -3 =9
misiek. A to je menej ako 12.

Najvyssi mozny pocet zatvorenych misiek, pri ktorom podmienky P1 a P2 nemusia byt splnené
je 12. Na poli¢ke teda musia nechat 13 misiek a otvorit teda mézu 20 - 13 = 7 misiek.

Kamarati méZu otvorit a zjest' sedem misiek ovocia.

Priklad ¢ 2 (opravovali Matus Hladky a Jozo Rajnik)

Chceme zistit, na kolkych bodoch $tvorcovej siete mdze taneénik skondit, ak urobi presne 20
polmetrovych skokov. Dobry zaciatok je zistit, kam az sa vie najdalej dostat. Ked sa chce dostat
najdalej, tak sa nemoéze vracat. To znamenad, Ze ak raz skodi napriklad na sever, tak potom nemdze ist
na juh, lebo by sa vracal. Tak isto to plati aj naopak (ked skoéi na juh, tak nembze skocit zase na
sever). A rovnako to funguje aj pre vychod a zapad. Takze postupne skaceme napriklad 20S, 19S + 1V,
18S + 2V, ..., 1S + 19V, 20V, 19V + 1], ..., 1V + 19], 20], 19] + 1Z, ..., 1] + 19Z, 20Z, 19Z + 15, ...,
1Z + 19S. (Zapis 1S + 19V znamend, ze spravime 1 krok severne a 19 krokov vychodne.) Ked' si
zaznaCime vsSetky tieto body, tak nam vyjde Stvorec otoleny o 45°. Za tento Stvorec sa urdite
nedostane, lebo je to prilis daleko.

Vie ale taneénik skondit na véetkych mrezovych bodoch vnutri Stvorca? Ked' si vyskisame dostat
sa do niektorych bodov (napriklad tych Styroch, ktoré su vzdialené 0,5 metra od kruhu kde tanecnik
zacdina) tak zistime, Ze sa ndm to nepodari. Ku kazdému bodu sa vieme dostat nejakou najkratSou
cestou na najviac 20 skokov. V takejto ceste skace tanecnik bud iba na sever alebo iba na juh. Ked' je v
ceste skok na obidve tieto strany, tak ak obidva vymazeme, tak skonc¢i na rovnakom bode a cesta je
kratsia.

K niektorym bodom ma najkratSia cesta parny pocet skokov (napriklad 2S + 4V) a k niektorym
neparny (napriklad 2S+3V). Na tych bodoch, na ktoré vie doskakat na parny pocet skokov, vie aj
skoncit. Ked sa tam uz dostane, tak mbze potom napriklad skdkat S, J, S, J ..., az kym neurobi 20
skokov. Ked' to isté ale vyskliSame urobit na bodoch, na ktoré sa dostane neparnym poctom skokov,
tak skon¢i vzdy o jeden bod severne. Nemdze existovat nejaky iny spdsob, ako by sa tam mohol
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dostat. Kazda cesta na takyto bod musi obsahovat vSetky skoky, ktoré obsahuje najkratSia cesta na
tento bod. Je vSak jedno v akom poradi. Tychto skokov je neparny polet. Cesta musi mat ale presne
20 skokov, preto musi urobit e$te nejaké navySe. Na to aby skondil na rovhakom bode, tak musime
pridat dva skoky, S + J alebo V + Z. Inak by neskondcil na rovhakom bode. Preto pocet skokov navyse
bude vzdy parny. Sucet neparneho a parneho disla je ale vzdy neparne &islo. Preto nevie skondit na
bodoch, ku ktorym ma najkratSia cesta neparny pocet skokov.

Teraz podme tie body spoditat. KedZe je to $tvorec, tak si ho mézeme rozdelit na takéto 4 Casti,
ktoré spolu so strednym bodom tvoria cely Stvorec, v ktorom skace. Rozmyslite si to!

ZIty bod je kruh v strede. Cervené su body, kde nevie skonéit. A zelené, kde vie skoncit. Ked'
spocitame zelené body po stipcoch, tak ichje10 + 10+ 9 +9+8+8+7+74+6 +6 +5+5+ 4 +
+4+3+3+2+2+1+1=110. To musime este vynasobit 4, lebo cely $tvorec ma 4 také Casti a
pripocitat stredny bod (kruh), lebo tam vie uréite tiez skonéit, ak by sa kazdy tah vratil. To je
dohromady 110 - 4 + 1 = 441 bodov, na ktorych méze po presne 20 skokoch taneénik skondit.

Taneénik sa vie dostat do 441 mreZovych bodov.

Iné rieSenie:

Existuje aj iné spésoby, ktorymi sa dali niektoré Casti riesenia zjednodusit. Vysvetlit, pre¢o sa taneénik
nemédZe dostat na Eervené body mdéZeme aj nasledovne. Ofarbime si body na striedacku (tak ako na
obrdzku) a Zlty bod v strede bude tieZ zeleny. Ak je taneénik v &ervenom bode, tak vie skocit len do
zeleného. Ak je v zelenom tak len do &erveného. Preto sa bude striedat zeleny a ¢erveny bod pri jeho
skdkani. Po prvom skoku bude v &ervenom bode, po druhov v zelenou po tretom v &ervenom, atd.
KedZe sa to strieda, tak po dvadsiatom skoku bude isto v zelenom bode.

Spocitanie zelenych bodov si vieme ulahéit., Stadi ném si vsimnut, Ze vsetky zelené body su
usporiadané do stvorca zo stranou 21 zelenych bodov, takze zelenych bodov je 21 - 21 = 441.

Priklad ¢. 3 (opravoval Peto Novotny)
Uvedieme dve riesenia - jedno s vypisanim vSetkych moZnosti, druhé s vyuzitim Sikovnej Uvahy.

1. rieSenie

MozZno sa to na prvy pohlad nezda, ale celkovy pocet moznosti vyberu piatich kariet zo siedmich
nie je az taky velky (ako sa ukaze, je ich 21). Preto dobra stratégia je vypisat véetky mozné pétice a
pozriet sa na ich sudiny a sucéty. Patice rovno roztriedime do dvoch skupin podla toho, ¢&i stcet ich Eisel
je parny, alebo neparny. Toto rozdelenie zaroven pomoze pri vypisovani vSetkych moznosti, kedZe pri
systematickom vypisovani lahko skontrolujeme, Ze Ziadna mozZnost nechyba.

Medzi uvedenymi siedmimi Cislami su Styri parne (2, 4, 6 a 8) a tri neparne (3, 5 a 7). Ak z nich
vyberieme péat Cisel, budi medzi nimi jedno, dve alebo tri neparne. Ak symbolicky parne disla
reprezentujeme pismenkom P a neparne pismenkom N, daju sa pétice roztriedit do troch skupin:

(A) (N, P, P PP (B) (N, N, P, P, P) (© (N, N, N, P, P)



Skupina (A) obsahuje 3 patice - v kazdej je Stvorica parnych cCisel (2, 4, 6, 8) skombinovana
s jednym z troch neparnych disel.

V skupine (B) vypiSeme vsetky patice tak, ze kazdi moznu dvojicu neparnych cisel (3, 5), (3, 7)
a (5, 7) skombinujeme s kazdou moznou trojicou parnych cisel (2, 4, 6), (2, 4, 8), (2, 6, 8) a (4, 6, 8).
Dostaneme tak 3 - 4 = 12 r6znych paétic.

Patice v skupine (C) dostaneme tak, ze k trojici neparnych cisel (3, 5, 7) postupne pridavame
vSetky mozné dvojice parnych cisel (2, 4), (2, 6), (2, 8), (4, 6), (4, 8), (6, 8) - dostaneme tak 6 patic.

Sucet dvoch parnych ¢&i dvoch neparnych cCisel je parny a sucet parneho a neparneho dCisla je
neparny. Z toho mozno lahko nahliadnut, Ze sucet Cisel v kazdej péatici v skupinach (A) a (C) je
neparny, zatial' ¢o v skupine (B) je parny. Dostdvame tak nasledovny zoznam doplneny za Sipkou
o sucin prvkov patice (samotny sucet uz ani nepiseme, dolezita v tejto Ulohe je len jeho parita):

neparny sucet (skupiny (A) a (C)) parny sucet (skupina (B))
(3,2,4,6,8 — 1152 (3,5,2,4,6) — 720
(5,2,4,6,8 — 1920 (3,5,2,4,8 — 960
(7,2,4,6,8) — 2688 (3,5,2,6,8 — 1440
(3,5,7,2,4) — 840 (3,5,4,6,8 — 2880
(3,5,7,2,6) — 1260 (3,7,2,4,6) — 1008
(3.5.7,2,8) _— _1680 (3,7,2,4,8) — 1344
(3,5,7,4,6) — 2520 (3,7,2,6,8) — 2016
(3,.5.7,4.,8) —._3360 (3,7,4,6,8) — 4032
(3,5,7,6,8 — 5040 (5,7,2,4,6) —_ 1680

(5,7,2,4,8) — 2240

(5,7,4,6,8 — 6720

Vidime, Ze dve ¢isla (1680 a 3360) sa v zozname opakujul, pricom kazdy vyskyt je v inom stipci.
To znamenad, ze ak Gallo povedal Lucy sudin 1680 alebo 3360, td nema $ancu rozhodnut, ¢&i je sudet
parny, alebo neparny - nevie, ktord z dvoch pétic s takym sucinom Gallo vybral. Naopak, ak Gallo
povedal Lucy hocijaké iné &islo, Lucy vie povedat, ¢i je sulet ¢isel na kartach parny, alebo neparny:
stadi vyhladat stcin v tabulke uvedenej vyssie a pozriet sa, ¢i je v pravom alebo lavom stipci.

2. rieSenie

Pri vypisovani véetkych moznosti si mozno uvedomit jednu vec - kazda pética je jednoznacne
uréena dvojicou zvysnych (nevybranych) kariet. Toto mézeme posunut este dalej: Ak pozndme sudin
¢isel na piatich vybranych kartédch, vieme z neho urcit aj si¢in na dvoch nevybranych kartdch - stadi
sucin vSetkych 7 kariet 2-3-4-5-6-7 -8 = 40320 vydelit si¢inom, ktory oznamil Gallo. Ak sa
tento vysledok da rozlozit na sucéin dvoch rbéznych Cisel z mnoziny {2, 3,4, 5,6, 7, 8} jedinym
spbsobom, vie Lucy jednoznac¢ne povedat, ktoré dve karty chybaju, a teda aj to, ktorych pé&t kariet je
vybranych a aky je ich sucet.

Najst ,problémové" dvojice s rovnakym sucinom je celkom lahké: Mozeme vyskulsat vsetkych
21 moznosti. Urychlit to vieme tak, Ze nemusime skusat dvojice obsahujlce ¢islo 5 - ak totiZz napr.
v jednej dvoijici je ¢islo 5 a v druhej nie je, ich siéiny nemodzu byt rovnaké (len jeden z nich je delitelny
piatimi). To isté plati pre Cislo 7. Ostane tak na porovnanie uz len 10 sucinov, medzi ktorymi rovnaké
vysledky davajuiba2-6=3:-4=12a4:-6 =38 = 24.



Sucet vybranych piatich Cisel vieme dostat odpocitanim dvoch nevybranych ¢&isel od celkového
suCtu 2+3+4+5+ 6+ 7+ 8=235. Ak teda Lucy zisti, Ze sucin nevybranych cCisel je 12, nebude
vediet rozhodnut o tom, ¢i je stucéet vybranych &isel parny, alebo neparny, pretoze 35 - 2 - 6 = 27 je
neparne, zatial' ¢o 35 - 3 - 4 = 28 je parne Cislo. Rovnaky problém nastane pri sucine 24, pretoze 35 -
4 - 6 = 25 je neparne a 35 - 3 - 8 = 24 parne dislo. Vo vsSetkych ostatnych pripadoch Lucy vie
povedat, ¢i je sucet parny alebo neparny, pretoze vie urdit jeho presni hodnotu.

Priklad ¢ 4 (opravovali Vierka Glevitzka a Hynek Bachraty)

Uloha bola peknd a ponutkala vela spdsobov ako ju vyriesit. Spolo¢nym vychodiskom vetkych
ale bol prvy postreh, Ze trojuholnik ABC je pravouhly. Plati totiz, ze 6> + 8% = 10% a Pytagorova veta.
Druhym dolezitym bolo pozorovanie, ze novy bod O lezi na osi Usecky AC, a je preto rovnako vzdialeny
od A aj od C. Hladana dizka d Gsecky OC je preto rovnakd ako dizka Gsecky AO, s ktorou sa da lepsie
pracovat.

Dalej uz uvedieme len dve z mnohych vasich spravnych riegeni. Ich prednostou je, Ze su
najjednoduchsSie a najkratsie, Co tiez patri k prednostiam matematiky a matematikov. Pri prvom si staci
uvedomit (a pozriet na prvom obrazku), Ze trojuholniky ABC a AOS (S je stred Usecky AC, ktoru deli na
5 dm a5 dm) su si podobné. Oba trojuholniky su pravouhlé a maju aj rovnaky spolo¢ny uhol alfa.
Potom musia byt pomery zodpovedajlcich strdn rovnaké. Plati teda, Ze |AB| / |AS| = |AC| / |AO].
(Prvé dve su kratSie odvesny, druhé dve su prepony.)

Tri z tychto vzdialenosti pozndme a $tvrté je hladand dizka d. TakZe plati 6 / 5 = 10 / d, z ¢oho
uz lahko dopocitame d = 50/6 = 8 + 1/3 = 8,333...

|
|

Druhé riesenie eSte raz vyuzije Pytagorovu vetu (a druhy obrazok), tentoraz v trojuholniku BOC.
Ak oznadime x dizku Usec¢ky BO a d hladant dizku Usecky OC (&ize |OC| = |AO| = 6 + x), plati potom
|BO|? + |BC|? = |OC|?, takze po dosadeni méame x* + 8% = (6 + x)%. RieSenie tejto rovnice je trochu
zlozitejsie, ale vyjde ndm x = 7/3 aopatd=x + 6 = 8 + 1/3.

Usecka OC je dlha 8,333... decimetrov.

Pozndmka opravovatelov:

Poslali ste nam aj vela dalsich zaujimavych rieseni. Niektoré kombinovali tieto dve a pouZzivali
podobnost a Pytagorovu vetu pre iné trojuholniky, dalSie vyuZivali aj vzorce pre plochu pravouhlych
trojuholnikov alebo dokonca funkciu kosinus. Spravne boli vsetky a chvalime ich autorov, sem sa nam
uz ale dalsie riesenia nezmestia...




