JSMF ZILINA, FAKULTA RIADENIA A INFORMATIKY ZU
SEZAM, skolsky rok 2020/21, vzorové rieSenia 1. letnej série

Mili riesitelia,

prave sa k vam dostali zadania druhej letnej série tohtorocného SEZAMu. Tonko, Misko, Daska a Baska su vdacni
za vasu pomoc s problémami z prvej série a veria, ze sa UspesSne popasujete aj s Ulohami z druhej série. Ak si
chcete, predtym nez sa do nich pustite, rozcvidit svoje matematické svaly, tak si urcite preditajte tieto vzorové
rieSenia. .

ESte vas chceme poprosit, aby ste poctivo vypliali cel( hlavicku na kazdé jedno riesenie. Zna¢ne ndm to poméze
pri organizacii. Nezabudnite, Ze vSetko o SEZAMe najdete aj na stranke www.sezam.sk

Za organizatorov vam vela Uspechov Zeld Martin Bachraty.

Priklad ¢ 1 (opravovala Betka Bohinikova)

Pre lahsSiu orientaciu si oznacime jednotlivé stvoréeky pismenami a az I.
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Na zaciatok je uzitoéné v§imnut si nasledujlcich par veci:
e 7 vieme ziskat len vyndsobenim 7 - 1,
e 50 vieme ziskat len ako 5 - 10 (kedZe k dispozicii mame len &isla od 1 do 12),
e (Cisla 396 a 1320 su obe delitelné 11.

Na zaklade tychto informacii vieme, zZe:
e d =11, jediné spoloc¢né policko 396 a 1320,
e f=1, pretoZze 1320 nie je delitelné 7. Potom j = 7,
e c=10, ak by c =5 tak e = 24, ale 24 nemame k dispozicii, takze e = 12 ag =5 (premyslite si
preco).

Zostavaju nam disla 2, 3, 4, 6, 8, 9. Vieme ze a - h - k = 36. Zo zostavajucich cisel na tento sucin vieme
pouzit iba 2 - 3 - 6. Osmicku nevieme pouzit, lebo 36 nie je jej nasobok a 9 by sme mohli pouzit len v kombinacii
so 4 a 1, jednotku sme ale uz pouzili.

Potom na miesta b, i a I zostavaju &isla 4, 8 a 9. Z trojic 2, 3, 6 a 4, 8, 9 potrebujeme vybrat dve &isla (z
kazdej trojice jedno) na miesta k a l, tak aby k - I = 12. Z Cisel ktoré nam zostali to dosiahneme len ako 3 - 4.
Zostavajlce disla 6 a 2 mbZeme dat na miesta a a h lubovolne. Rovnako aj &isla 8 a 9 na miesta i a b. Dostaneme
tak nasledujlce 4 moznosti. A kedZe vSetky ostatné Cisla boli dosadené vynutene, iné moznosti uz nie su.
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Priklad ¢. 2 (opravovala Timea Jakubocyova)

Tato Uloha sa dala rieSit vela réznymi peknymi spésobmi, my si ukdzeme najcastejsi z nich.

m

Mame lichobeZnik s obsahom 23 m? a poznédme sUradnice troch jeho vrcholov (pilierov, ktoré su
umiestnené v jeho vrcholoch). Aby sa nam lahSie rozmyslalo, nazvime ich A, C, D a Stvrty vrchol, ktorého
suradnice zatial nepozname, nazvime B. Suradnice nasich vrcholov vyzeraju teda takto: A[0;0], B[x;0], C[7;5],
D[4;5]. Chybajlicu suradnicu vieme najst pomocou vzorca na vypocet obsahu lichobeznika, ktory je
Saecp = ((@ + €) - v) : 2, kde a a ¢ s dizky zdkladni lichobeznika a v je vy$ka lichobeznika. Podme sa pozriet,
ktoré z tychto hodndt vieme zistit.

Zo zadania vieme, Ze obsah S je 23 m?. Na to, aby sme nadli hodnoty a a c potrebujeme zistit, ktoré
strany lichobeZnika sU jeho zdkladne. MdZeme vidiet, Ze strana AB je rovnobeZnd so stranou CD, pretoZe body
A a B maju rovnaku druhl sdradnicu, rovnako ako aj body C a D. Tieto dve strany, AB a CD, preto tvoria dve
zékladne lichobeznika. DIzku zékladne AB vieme zistit tak, Ze odpoditame prvé stradnice bodov A a B, dostdvame
|AB| = x - 0 = x metrov. Podobne zistime, Ze dlZka zdkladne CD je |CD| = 7 - 4 = 3m. Vy$ku v vieme zistit tak,
ze si zoberieme jeden bod na jednej zakladni, napriklad bod C, a jeden bod na druhej zakladni, napriklad bod A,
a odpocitame ich druhé suradnice. Dostaneme v = 5 - 0 = 5m. Teraz uz mame vsetky potrebné hodnoty, ktoré
mdZeme dosadit do vzorca, a tak zistit nezndmu dlzku zdkladne AB:

Smeco = ((@+c€)-v):2

23=((x+3):5):2 /2
46=(x+ 3) 5 /5
9,2=x+3 /-3
6,2=x

Zistili sme, ze dizka strany AB je rovnd AB = x - 0 = 6,2 - 0 = 6,2m. TakZe uz vieme zistit chybajlcu prvi
suradnicu bodu B, a to tak, ze pri¢itame dlzku strany AB k prvej suradnici bodu A: 0 + x = 0 + 6,2 = 6,2. Bod B
(Cize 4. pilier) ma suradnice B[6,2;0].

Iné rieSenie:

Edte si méZeme povedat nieCo k zvysnym spbésobom, ktorymi sa dloha dala riesit. Tieto spdsoby vé&é&sinou
pozostavali z toho, Ze ste si lichobeznik rozdelili na trojuholniky a obdiznik. Nasledne ste vypocitali obsahy tychto
Jjednotlivych utvarov a pomocou nich nasli chybajicu sdradnicu. Tento postup je tieZ spravny, avsak velmi Casto
ste zabddali napisat, ako ste prisli na obsahy tychto jednotlivych uUtvarov a uviedli ste len vysledne hodnoty. Takto
ste mnohi prisli o cenné body.



Priklad ¢. 3 (opravovala Anezka Pajunkova)

Nasou Ulohou je zistit pocet Ucastnikov lukostreleckého turnaja. Zo zadania vieme, Ze vifaz turnaja dostal
1/6 z fondu na odmeny. Baska s Daskou zistili, ze do fondu na odmeny idlU 2/3 zo vSetkych pefazi. Lahko
dopoditame, akl dast zo vSetkych vyzbieranych pefazi dostal vitaz. Chceme vypoditat 1/6 z 2/3.
(1/6 : 3) - 2 = 1/9. Teda vitaz vyhral 1/9 zo vSetkych vyzbieranych penazi.

Zo zadania dalej vieme, Ze Tonko zaplatil viac za Ucastnicky poplatok ako vyhral. Slovi¢ko viac nam
napovedd, e mdzZeme vytvorit nerovnicu. Oznaéme si pismenkom x poclet Glastnikov a pismenkom y vysku
Ucastnickeho poplatku. Vieme, Ze Uclastnicky poplatok y je viac ako 1/9 zo vsSetkych vyzbieranych penazi.
Vsetkych penazi sa vyzbieralo x -y, takze y>( x - y ) : 9. Ked obe strany vydelime y a vynasobime 9,
dostaneme 9 > x. .

Zistili sme, Zze Udastnikov bolo menej ako 9. Dalej si treba v zadani v$imnut, Ze Tonko vyhral viac perazi
ako kazdy dalsi ucastnik. Niektori Sikovni z vas, si vytvorili dalSiu nerovnicu. Ini si tito vetu nevsimali. A dalSich
zaujalo to, Ze ostatni sUtaZiaci okrem Tonka vyhrali 5/6 z fondu na odmeny.

Ak by sa turnaja zGclastnilo presne Sest sUtaZiacich. Tonko by si zobral svoju 1/6. Ak by si ostatni piati
zvysnych 5/6 z fondu odmien rozdelili spravodlivo, tak by vSetci vyhrali rovnako 1/6. Ak by si Gcastnici okrem
Tonka nechceli vyhru rozdelit spravodlivo, urdite by niekto z nich vyhral dokonca viac pefazi ako Tonko. Teraz sa
pozrime, ¢o sa stane ak bude Uc&astnikov menej ako Sest. Keby si zvy$ny sUtaZiaci okrem Tonka vyhru rozdelili
spravodlivo, kazdy z nich by mal vacsiu vyhru ako Tonko. (A ak nespravodlivo, tak by mal aspon jeden z nich
vyhru véacsiu nez Tonko.) Vieme, Ze Tonko vyhral viac ako kazdy dalsi Ucastni, takze Ucastnikov bolo viac ako 6.
Zaroven uZ vieme, Ze ich bolo menej ako 9, takZe Uc¢astnikov lukostreleckého turnaja mohlo byt bud’' 7 alebo 8.



Priklad & 4 (opravovala Stevia Glevitzka)

Stvorboky ihlan pozostava zo $tyroch 3-uholnikovych stien a jednej 4-uholnikovej steny (podstava). Preto
¢isla 7, 8, 9 a 10 na stenach dostal Drakula tak, Ze scital tri alebo Styri rozne Cisla spomedzi Cisel 1 az 5. Urcite
nebude na Skodu poznat vdetky moZnosti, ako to mohol spravit. Skiste si ich teda ndjst. Malo by vam vyijst
nasledovné:
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Mbzeme si v8imnut, Ze jedine &islo 10 by mohlo byt napisané na podstave. Podme teda preskimat tuto
moznost. Na ihlan postaveny na podstave sa v8ak nebudeme pozerat zboku ako zvylajne, ale pozrieme sa nan
zvrchu, aby sme videli vSetky vrcholy naraz. Uvidime teda nieCo ako na obrazku nizsie. Vrchol V je vtedy ten
oproti podstave. Ked' je ¢islo 10 na podstave, tak vo vrcholoch A, B, C a D musia byt v nejakom poradi ¢isla 1, 2, 3
L'.
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a 4 (inak 10 nedostaneme). Potom pre vrchol V zostalo jedine Cislo 5. Vrchol V je navySe spoloCny pre vsetky
3-uholnikové steny, &ize &islo 5 by malo byt v sicte ¢isla na kazdej z tychto stien. No ked sa pozrieme vys$Sie na
vypisané suéty, zistime, Ze C&islo 7 sa da zapisat jedinym spdsobom, av$ak &islo 5 sa v fiom nenachddza. To ndm
nevychdadza, a teda na podstave nembze byt napisané Cislo 10.

Z toho vieme, Ze chybajlci sucet je na podstave a tie, o pozname, su na 3-uholnikovych stenach. Ako

sme uz aj vy$Sie spomenuli, pre &islo 7 mame len jeden mozny suéet. Madme teda tri moznosti, ako mohli byt
sCitance na ihlane uloZzené (ak neratame také, ktoré z nich dostaneme len otocenim alebo zrkadlenim):
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(a) (b) (c)
Prejdime si tieto tri moznosti pekne systematicky:
(a) Cislo 4 je spolo¢né pre véetky 3-uholnikové steny, preto pripadaju do Gvahy len stcty
7=1+2+4, 8=1+3+4, 9=2+3+4, 10=1+4 +5.
Ked' sa pozrieme na obrazok, zistime, ze kazdé Cislo prislichajuce vrcholom A, B, C a D vystupuje prave v
dvoch suctoch (lebo kazdy je okrem podstavy pri dalSich dvoch stenach). AvSak cislo 1 je az v troch z nich
(a Cislo 5 len v jednom), teda tento pripad nema riesenie. (K rovnakému vysledku by ste prisli aj keby sa
pozriete na véetky moznosti, ako doplnit &isla na vrcholy C a D.)

(b) VSetky 3-uholnikové steny maju spolocné Cislo 2, takze do Uvahy pripadaju sucty

7=1+2+4 8=1+2+5 9=2+3+4 100=2+3+5

Dalej sa da postupovat rézne. MdZeme si vyskisat, ¢o sa deje v oboch moZnostiach, ked dopiseme ¢isla 3
a 5. Alebo napriklad si mdzeme vimnut, Z2e 1 a 2 su spolu v suéte len pri 7 a 8, preto musia susedit, a tak
&islo 1 musi susedit aj s &islom 5. Kazdym spdsobom by ste ale mali dospiet k rieSeniu nakreslenom na
obrazku. Vtedy na podstave chyba sucet 13.
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(o) Pripad, Ze 3-uhlonikové steny maju spolo¢né &islo 1, vyjde podobne ako pripad a). Skuste si ho spravit

sami (mdZete pouZit rovnaké myslienky).

Systematickym hladanim vyhovujlcich moznosti sme zistili, Ze ak nehladime na otocenia alebo zrkadlenia,
tak ¢isla mohli byt rozmiestnené iba tak ako na poslednom obrazku. Vtedy chyba na podstave siéet 13.

Iné rieSenie:

Ked'uz vieme, Ze chybajuci sucet je na podstave a vSetky zname sucty maju jedného spolocného scitaca, méZeme
sa na ulohu pozriet aj inak. Séitajme &isla na 3-uholnikovych stendch. Dalej si vsimnime, Ze vo vyslednom sucte
mame zapocitany vrchol V styrikrat a zvysné vrcholy prave dvakrat. Z toho dostaneme 2(A + B + C + D) + 4V =
=7+ 8+ 9+ 10. To si mbZzeme upravit na 2(A+B +C+ D + V) + 2V = 34. Avéak stiet A+ B + C + D + V
pozname, pretoZe je to sucet cisel od 1 po 5, Co je 15. Teda 2 - 15 + 2V = 34, z Coho uZ lahko doratame, Ze
V = 2. Dalej uz len spravne umiestnime zvysné Cisla, obdobne ako v Casti (b).



