JSMF ZLINA, FAKULTA RIADENIA A INFORMATIKY ZU, GYMNAZIUM VELKA OKRUZNA ZILINA

SEZAM, Skolsky rok 2013/14, vzoroveé rieSenia 3. z@pserie

Mili riesitelia,

spolu s trefou sériou sa kondi aj zimna &ast tohtoroéného SEZAMU. Gustdv, Adela a Jonatan sa s vami do jari lGdia.
NajSikovnejsich z vas Caka zimné sustredenie v Patrovci (pri Trencine), ktoré bude v termine od 20. do 23. marca.
Skoér nez sa pustite do vypliiania navratky, si este precitajte tieto vzorové rieSenia.

Nezabudnite, ze vSetko o SEZAMe najdete aj na www.sezam.sk

Za organizatorov vam vela Uspechov Zeld Martin Bachraty.

Priklad ¢. 1 (opravovala Erika Novotna
Velmi rychlo sa da zistit, Ze trojuholnikov je na obrazku celkovo 14. My sa ich pokusime postupne
hladat a séitavat disla v nich tak, aby sme si pocitanie ¢o najviac ulahdili. Budeme vytvarat
»~medzisucty", ktoré sme uz predtym podcitali.

1. medzisucet — kedZe kazdy zo Siestich malych trojuholnikov na obrazku urcuje jedno /AN

trojuholnikové &islo, bude prvy medzisudet tvoreny suctom &isel na tychto Siestich ZZN
trojuholnikoch, teda 2+6+3+5+7+9 = 32.

2. medzisucet - cely samotny obrazok je jeden trojuholnik, preto bude trojuholnikové A
¢islo priamo aj stcet 2+6+3+5+7+9= 32. A2
3. medzisucet - dva trojuholniky, ktoré s naznacené na obrazku maju dokopy tiez A
sucet 32 (lebo dokopy pokryvaju cely velky trojuholnik). TN

4. medzisucet - podobne aj dva trojuholniky naznacené na nasledujicom obrazku

2>

N

maju sucet 32. =\
5. medzisucet - eSte sme nezaratali tri trojuholniky zlozené z dvojic malych \
trojuholnickov. Vidime, ze sucet vSetkych troch trojuholnikovych cisel prislichajucich é

k tymto trojuholnikom je tiez 32.

Takto sme zapocitali vsetkych 14 trojuholnikov a konecny vysledok bude suc¢tom jednotlivych

medzisuctov, Cize 32+32+32+32+32=160. Teda kéd na vstup do laboratdrii je 160.

Poznamka: Viaceri z Vas si nevsimli, Ze &iara vychadzajuca z pravého dolného vrcholu velkého
trojuholnika nie je rovna - za bodom, kde sa streta s ostatnymi deliacimi Ciarami, nepokracuje po tej
istej priamke, ale zahne mierne dolava. TakZe tato ,kriva" Ciara nerozdeluje pévodny trojuholnik na
dva mensie trojuholniky, ale na dva Stvoruholniky, a teda do suctu ich nezapocitavame. Rozhodli sme
sa vsak za tuto chybu body nestrhat, kedZe na obrdzku krivost Ciary nebola az tak zretelna.

Priklad ¢. 2 (opravoval Mojo Majdi¥

Pozrime sa najskor na to, ako vidime rdzne ¢isla v zrkadle. Cisla 0, 1 a 8 ostant Uplne rovnaké. Cislo 5
vidime ako 2, a naopak dvojku vidime ako patku. Ostatné Cisla, 3, 4, 6, 7 a 9, nevyzeraju v zrkadle
ako ziadne iné Cislo. MdzZete si to overit doma pred zrkadlom.

Osmicka mbze byt len na mieste jednotiek, ¢ uz v hodinach alebo mindtach. Avsak potom sa v zrkadle
objavi na mieste desiatok (v minuatach alebo hodindch), ¢o véak neméze byt redlny ¢as, pretoze 80 a
viac hodin ani minit neexistuje. Preto nemo6zeme pouzit ¢islo 8.

Teda casy na hodinkach, ktoré nas zaujimaju, su zlozené len z Cisel 0, 1, 2 a 5.

VSimnime si zaujimavul vec: minuty v zrkadle su len zrkadlovym odrazom hodin na hodinkach. Velmi
dobre si premyslite predchadzajuicu vetu.

To v8ak znamena, Zze nam stadi vypisat si hodiny, ktoré mézeme dostat z povolenych &isel (0, 1, 2 a 5)
a k nim nam uz zrkadlo doda minuaty. Takto dostaneme cCasy:

00:00, 01:10, 02:50, 05:20, 10:01, 11:11, 12:51, 15:21, 20:05, 21:15, 22:55.

Dokopy sa teda cas, ktory je rovnaky aj v zrkadle, vyskytne na hodinkach 11-krat.



Priklad ¢. 3 (opravovali Mao Bachraty a MiSo Hagana

Na zaciatok si uvedomme, Ze na to, aby sme vyrieSili Glohu ndm nestadi ndjst jedno rieSenie. Ak totiz
najdeme jedno rieSenie, no nedokdzeme, Ze je jediné, tak stale mbze vyhovovat aj nejaké iné rieSenie.
Inac povedané, ak najdeme jedno rieSenie a nedokazeme, Ze je jediné, tak spravna odpoved na ulohu
mbze byt: ,Uloha ma jedno riedenie a to je takéto." No spravna odpoved méze byt aj: ,Uloha ma
viacero riedeni, a preto nevieme povedat kolko stoji novy bicyklotron." Ak nendjdeme vsetky rieSenia,
tak nevieme, ktora z tychto odpovedi je spravna, a teda sme Ulohu nedokondili.

Pustme sa teraz do rieSenia samotnej Ulohy. Chceme zistit kolko mo6ze stat novy bicyklotrén. Riaditel si
vypytal Z zlatiek a ¢ centov, ¢o je aj cena bicyklotrénu. Urad im vsak zaslal ¢ zlatiek a Z centov, ¢o
bolo viac nez pdévodna suma. Musi teda platit ¢ > Z (ina¢ by im Urad zaslal mensiu sumu nez si pytali,
¢o vsak nie je pravda), zaroven vieme, ze Z aj ¢ sU najviac dvojciferné cisla (ina¢ by riaditel pytal
aspofn 100 centov, alebo by Urad poslal aspori 100 centov, no centy su vzdy mensSie nez sto, inac sa
rozmenia na zlatky - 321cent = 3zl 21cent). I5a|ej vieme, Ze suma c zlatiek a Z centov je to isté ako
cena jedného bicyklotronu plus 19zl 20c plus cena polky bicyklotronu. Ak by stal bicyklotron aspon 54
zlatiek, tak bicyklotréon + 19zl 20c + polka bicyklotrénu je aspori 54 + 19zl 20c + 27 = 100zl 20c.

No suma c zlatiek a Z centov je urcCite menej ako 100zl, a tak vieme, Ze bicyklotron stoji urcite menej
nez 54 zlatiek. Preto je Z mensie nez 54, teda Z < 54. Taktiez vieme, Zze ¢ > 19 (v opa¢nom pripade
by suma c zlatiek a Z centov bola najviac 19zl 18c a to ma byt rovnako ako bicyklotrén + 19zl 20c +
polka bicyklotronu). Na koniec si eSte uvedomme, ze € musi byt parne (ind¢ by cena polky bicyklotréna
bola v desatinnych centoch, ¢o je hlipost).

Zhriime si, ¢o zatial' vieme: ¢ > Z, ¢ > 19, Z < 54, c je parne a plati nasledujuca rovnost:
c zlatiek a Z centov = Z zlatiek a ¢ centov + 19 zlatiek a 20 centov + 0,5 - (Z zlatiek a ¢ centov)

Jeden z moznych spbsobov ako sa da teraz Uloha vyriesit je takyto:

Cislo Z méze byt 0 az 53. Postupne budeme skusat za Z dosaddzat vsetky tieto &isla. A ¢o ked'
dosadime? Ukazeme si to na priklade — nech napriklad Z = 21.

Potom (Z zlatiek a ¢ centov + 19 zlatiek a 20 centov + 0,5 : (Z zlatiek a ¢ centov)) je dokopy

21 + 19 + 10 = 50 zlatiek (polovica z 21 zlatiek a ¢ centov je 10 zlatiek + 50centov + polovica z ¢
centov) plus nejaké centy. Centy nam mézu presiahnut 100 centov, mozno aj 200, no urcite nie viac.
(21 zlatiek a ¢ centov + 19 zlatiek a 20 centov + 0,5 - (21 zlatiek a ¢ centov)) je teda 50, 51 alebo 52
zlatiek a niekolko centov. No to je presne c zlatiek a Z centov, a teda ¢ moOze byt iba niektoré z troch
¢isiel 50, 51 alebo 52 (51 mdézeme ihned vylUdit, lebo nie je parne). Teraz uz len overime, i sedia
dvojiceZ =21 ac=50aZ=21ac=52. lahko overime, Ze ani jedna z tychto dvojic nevyhovuje.
Toto spravime, pre vSetky Zod 0 po 53. Je to trochu pracne, no daji sa vymysliet aj dalsie
zlepSovaky. Napriklad sa dé ukazat, Ze centy vo vyraze (Z zlatiek a ¢ centov + 19 zlatiek a 20 centov
+ 0,5 - (Z zlatiek a ¢ centov)) vzdy prekroCia stovku, a tak ndm pre danu hodnotu Z staci testovat len
dve mozné c-Cka.

Po chvili trapenia sa s kalkulackou a papierom zistime, Ze vyhovuje iba dvojica Z = 40

ac = 80. Uloha ma teda iba jedno riesenie a preto s istotou méZeme povedat, Ze novy
bicyklotron stoji 40 zlatiek a 80 centov.

Poznamka: Uloha sa samozrejme dala riesit aj inymi spésobmi. Niektori z vés si zostrojili rovnicu ako
zo Z vyjadrit ¢ a potom ste hladali také celé Z aby aj ¢ bolo celé (naroéné ratanie sa dalo pekne
zjednodusit napriklad Excelom :)).

Dalsie mozZné riesenie cez rovnice vyuZivalo rovnost, ktorl uZz pozname:

¢ zlatiek a Z centov = Z zlatiek a ¢ centov + 19 zlatiek a 20 centov + 0,5 - (Z zlatiek a ¢ centov).

Pre parne Z plati, Ze 0,5 - (Z zlatiek a ¢ centov) = 0,5 - Z zlatiek + 0,5 - ¢ centov. Da sa lahko
vymysliet, Ze centy na pravej strane rovnosti prejdu cez stovku prave raz. Plati teda:

Z centov = ¢ centov + 20 centov + 0,5 - ¢ centov - 100 centov  (-100 centov lebo sme presli cez sto)
c zlatiek = Z zlatiek + 19 zlatiek + 0,5 - Z zlatiek + 1 zlatka (+1 zlatiek od centov)

VyrieSenim tejto sustavy rovnic dostaneme jediné riesenie Z=40 a c=80. Pre nepdrne Z sa rovnice
trochu zmenia a vyjde, Ze nemaju celo&iselné rieSenie. Opat dospejeme k zaveru, Ze jediné vyhovujice
riesenie je Z=40 a c=80.



Priklad ¢. 4 (opravovali Lenka Trojakova a Miro Hudec

Adela a Jonatan si chcl rozdelit magnety. Z kdpky si mozu zobrat vzdy len taky polet magnetov, ktory
bezo zvysku deli aktualny pocet magnetov na kbépke, pricom véetky magnety z kdpky mdzu zobrat az
vtedy, ked ostane uz len jeden. Obaja chcl ziskat ¢o najviac magnetov a vzdy tahaju najlepsie, ako sa
da.

Ako prva ide Adela a na kOpke je 21 magnetov. Delitele Cisla 21 st nasledovné: 1, 3, 7 a 21. Adela
nemoze vziat z kdpky vsetkych 21 magnetov, lebo to by bolo proti pravidlam. Ostali jej teda 3
moznosti:

1. Adela vezme z kdpky v prvom tahu 1 magnet. Na kdpke ostane 20 magnetov a na tahu je Jonatan.

Ked'si Jonatan vezme 10 magnetov, na kOpke ostane uz len 10 magnetov. Nech Adela potiahne
[ubovolny pocet magnetov deliaci Cislo 10, Jonatanovi sa urcite ujde este aspori 1 magnet.
(Premyslite si, ¢i neklamem.) Jonatdn teda bude mat aspori 11 magnetov, ¢o ja viac ako polovica
a preto v takomto pripade Jonatan urcite vyhra.

2. Adela vezme z képky v prvom tahu 3 magnety. Na kOpke ostane 18 magnetov a na tahu je
Jonatan. Jonatan si vezme z kopky 9 magnetov a na kopke ostane 9 magnetov. Adela mobze teraz
vziat 1 alebo 3 magnety.

a. Ak vezme 1, na kdpke ich ostane 8. Jonatan si z tych 8 vezme 4, ¢im bude mat spolu 13
magnetov a vyhra.

b. Ak si Adela vezme z 9 magnetov 3, na kopke ich ostane 6, z ktorych si Jonatan vezme 3. Takto
bude mat Jonatén spolu 12 magnetov, &ize vyhra.

Ani tdto moznost teda nie je cestou k vyhre pre Adelu.

3. Adela vezme z képky v prvom tahu 7 magnetov. Na kdpke ostane 14 magnetov. Jonatdn mébze
potiahnut 1, 2 alebo 7 magnetov. Ked'si Jonatan vezme 7 magnetov, na kdpke ich ostane 7. Kedze
7 je prvocislo, Adela nema ini moznost, ako potiahnut 1 magnet. Teraz je na kdpke 6 magnetov
a na tahu je Jonatan. Jonatan ma tri moznosti:

a. Vezme 3 magnety. Na k6pke ostanl 3 magnety z ktorych Adela mdze vziat len 1. Zvys$né dva
magnety si Jonatan s Adelou rozdelia po jednom. Jonatan ma v takomto pripade 11 magnetov,
Adela 10, takze Jonatan vyhral.

b. Jonatdn vezme 2 magnety. Na kopke ostanu 4 magnety, z ktorych si Adela vezme 2 a zvysSné 2
si rozdelia po jednom magnete kazdy. V takomto pripade ma Jonatan 10 magnetov a Adela 11.
No kedZe ma Jonatan lepSiu moznost tahania (moznost 3a), tak tymto spdésobom (3b) urdite
hrat nebude, lebo pre neho nie je najlepsi mozny.

c. Jonatan vezme 1 magnet. V takomto pripade opét vyhra Jonatan. Skiste si sami rozobrat tato
moznost.

Tymto sme rozobrali vSetky moznosti a zistili sme, ze nech Adela v prvom tahu vezme lubovolny
povoleny podet magnetov, tak Jonatan vZdy vie tahat tak, aby vyhral.



Priklad ¢. 5 (opravoval Samo Toma3ec
Ukazeme, Ze naozaj mobze nastat pripad, kedy bude priemer celej triedy horsi ako 2, no pritom
priemery kolobezkarov aj korculiarov budu lepSie nez dva. Zamyslite, Ze najdenim jedného takéhoto
pripadu uz Uplne odpovieme na otazku zo zadania.
Na obrazku mame graficky znazornenu triedu s piatimi
Ziakmi (kazda znamka na obrazku je vlastne jeden ziak).
V lavom kruhu sa nachadzaju korculiari a v pravom
kolobezkari (v prieniku kruhov su teda ti ziaci, ¢o korculuju
aj kolobezkuja). Priemer korculiarov (lavy kruh) je
(4+1+1+1)+4=1,75a rovnaky priemer maju aj
kolobezkari (pravy kruh).
Ale priemer celej triedyje (4 +4+1+1+1)+5=2,2
a to je viac nez 2.
Ukazali sme, Ze naozaj mézZe byt priemer celej triedy
horsi ako 2, aj ked’ su priemery kolobeZkarov aj
korculiarov lepsSie nez 2.

Poznamka: Skisme si este uvedomit ako je to mozné, Ze kor&uliari aj kolobezkari maju kvalitné
priemery, no o celej triede sa to uz neda povedat. Nuz ak mame v triede Sikovnd partiu deti, ¢o vedia
aj korculovat aj kolobezkovat, tak oni vedia zdvihnat priemer aj menej Sikovnym spoluZiakom, ¢o
dostavaju zle znamky a vedia iba kolobeZkovat. Podobne vedia zdvihnut priemer aj koréuliarom so
zlymi znamkami. No ked'’sa tito slabsi korcCuliari a kolobezkari spoja, tak je to na jednotkarov uZz moc
vela zlych znamok a neudrzia dobry priemer (presne takyto je aj pripad na obrazku vyssie - jeden
Stvorkar a traja jednotkari maju priemer lepsi nez dva, no dvaja Stvorkari a traja jednotkari uz maju
priemer horsi nez dva).

Priklad ¢. 6 (opravovala Ajka Bachraja

Chceme vybrat presne 50 lopti¢iek na ktorych bude stcéet 2900, tak aby sme pouzili ¢o najmenej
parnych Cisel. Medzi ¢islami od 1 do 100 je presne 50 neparnych cCisel a 50 parnych. Skdsme si na
zaciatok vybrat vSetkych 50 neparnych &isel, ¢i ndm nevyjde rovno stcet 2900. Sucet vsetkych
neparnych ¢isel mensich ako 100 je 2500 (md6zeme si to spoditat bud ruéne, na kalkulacke, alebo sa
daju vymysliet rézne zlepSovaky - skiste porozmyslat).

Sucet 2500 je o 400 mensi ako pozadovany sucet 2900. Aby sme zvysSili siCet vymenime niektoré malé
neparne Cisla (1, 3, 5, 7, ...) za velké parne Cisla (100, 98, 96, ...). Budeme vzdy vymienat po dve
neparne Cisla. Keby sme vymenili len jedno, tak by sme mali jedno parne cislo a 49 neparnych, preto
by aj sucet musel byt neparny. Podobne keby sme vymenili 3 neparne cisla za 3 parne, tak by musel
byt sicet neparny. Preto budeme vymienat vzdy len parny pocet &isel.

Takze zoberme vsetky neparne éisla 1, 3,5, 7, 9, ..., 95, 97, 99 a podme ich vymienat. Vymenime 1 a
3 za 100 a 98. Tym zvysime sucet 2500 0 100 + 98 - 1 - 3 = 190 na 2690. Co edte nestadi. Preto
vymenime 5 a 7 za 96 a 94. Tym zvysime stUcéet 2690 0 96 + 94 - 5 -7 = 174 na 2864. Co stéle nestadi
- do 2900 chyba este 36. TakZze nam nestaci vymenit len Styri neparne &isla, lebo by bol celkovy sucet
moc maly. Teraz eSte musime vymenit dalSie dve neparne Cisla za dve parne, ktorych sucet je o 36
vacési. To sa uz dé viacerymi moznostami, napriklad vymenime 9 a 11 (stcéet 20) za 30 a 26 (sucet 56).
Tym zvySime sucet 2864 0 30 + 26 - 9 -11 = 36 na 2900. Prave sa nam podarilo vyrobit sticet 2900
pouzitim Siestich parnych cisel a ukazali sme, Ze mensi pocet parnych Cisel nestadi.

Pouzili sme parne cisla 100, 98, 96, 94, 30, 26 a neparne cCisla 13, 15, 17, 19, ...95, 97, 99.
Ale dalo by sa to viacerymi sp6sobmi. Zarovern sme ukazali, Ze s menej parnymi cislami
stcet 2900 vyrobit nevieme.



