SEZAMKO 2005, Vzorové riešenia 1.série zimnej časti

Milí naši riešitelia, veľmi Ste nás potešili množstvom riešení. A určite aj Džina Nika a Gamadina. Vidno, že Ste si na spisovaní výsledkov dali veľmi záležať. A hoci plný počet bodov získal len málo riešiteľov, bolo vidno, že sa snažili všetci a všetci si zaslúžia pochvalu. 

Pozrite sa, či sú vo výsledkovej listine Vaše údaje správne a úplné. Ak je niekde chyba, napíšte nám, čo treba opraviť. Upozorňujeme ešte, aby ste na úlohy správne vypĺňali hlavičku, a písali na ňu svoju adresu domov! Iba tak Vám môžeme ďalej písať, aj keď zabudnete poslať s riešeniami obálku (alebo sa niekde zapatroší). Tak isto nepíšte riešenia viac úloh na jeden papier, lebo každú úlohu opravuje niekto iný.

Tešíme sa na riešenia 2.série a na stretnutie s najlepšími riešiteľmi na Žilinskej Univerzite dňa 10.12.2005.

Úloha 1 (opravovali Oľa a Peťo Czimmermannovci)

Podľa zadania Nik v 19. storočí slúžil 62 rokov + toľko, koľko slúžil v 20. storočí. Preto keď celkovú dobu služby 82 zmenšíme o 62 (82 – 62 = 20) a vydelíme dvomi (20 : 2 = 10) zistíme, koľko rokov slúžil v ktorom storočí. V 20.storočí slúžil teda 10 rokov a v 19.storočí 62 + 10 = 72 rokov. Teraz treba vedieť, že 19.storočie sú roky 1801 až 1900 a 20.storočie roky 1901 až 2000. Ak by teda slúžiť začal na Nový rok 1.januára (a skončil na Silvestra), slúžil matematikovi od roku 1829 (prepočítajte si, že je to naozaj 72 rokov!) do roku 1910. Keďže sme ale do zadania nenapísali presné dátumy, uznali sme aj riešenie od r.1828 do r.1911. Tak isto sme uznali riešenia tých, ktorí si mysleli, že 20. storočie začína roku 1900.

Úloha 2 (opravovali Janka a Vojto Bálinotvci)

Prvé čo človek urobí je, že začne kresliť baktérie. Po chvíli sa obrázok stane neprehľadným a treba vymyslieť niečo lepšie. Skúsme si urobiť tabuľku, kde v prvom riadku bude čas, v druhom riadku bude počet baktérií ktoré prežili z predošlej polhodiny – budeme ich volať staré baktérie. V treťom riadku bude počet baktérií ktoré sa práve narodili – tieto budeme ich volať mladé baktérie. Na začiatku máme 0 starých baktérii 1 mladú. Tieto čísla napíšeme do prvého stĺpca tabuľky a postupne vypĺňame ďalšie stĺpce podľa týchto pravidiel:

1. počet mladých baktérií je rovný súčtu starých a mladých baktérií z predošlej polhodiny. Pravidlo platí preto, že staré aj mladé baktérie z predošlej polhodiny porodia potomka,

2. počet starých baktérií je rovný počtu mladých baktérií z predošlej polhodiny. Pravidlo platí, pretože staré baktérie zahynuli a mladé zostarli.

	čas
	0:00
	0:30
	1:00
	1:30
	2:00
	2:30
	3:00
	3:30
	4:00
	4:30
	5:00
	5:30
	6:00

	staré
	0
	1
	1
	2
	3
	5
	8
	13
	21
	34
	55
	89
	144

	mladé
	1
	1
	2
	3
	5
	8
	13
	21
	34
	55
	89
	144
	233


Vidíme, že na konci šiestej hodiny bude 144 starých a 233 mladých baktérií, to znamená spolu 377 baktérií. 

Toto je správne riešenie, ale skúsme rozmýšľať, ako ho ešte vylepšiť. Pravidlo 1 hovorí, že počet mladých baktérií je rovný súčtu starých a mladých baktérií z predošlej polhodiny. Podľa pravidla 2 je počet starých baktérií z predošlej polhodiny rovný počtu mladých baktérií z predošlej hodiny. Ak to dáme dokopy vznikne nám nové pravidlo:

3. počet mladých baktérií je rovný súčtu mladých baktérií z predošlej polhodiny a z predošlej hodiny.

Podľa tohto nového pravidla nám stačí napísať len jeden riadok tabuľky s mladými baktériami:

	čas
	0:00
	0:30
	1:00
	1:30
	2:00
	2:30
	3:00
	3:30
	4:00
	4:30
	5:00
	5:30
	6:00
	6:30

	mladé
	1
	1
	2
	3
	5
	8
	13
	21
	34
	55
	89
	144
	233
	377


Podľa pravidla 1 vieme, že počet mladých baktérií po 6,5 hodine je rovný súčtu starých a mladých baktérií po šiestich hodinách, čo je výsledok. Ešte Vám prezradíme, že až skončíte gymnázium budete vedieť vypočítať počet baktérií aj po 100 hodinách a to bez toho, aby ste si museli písať tabuľku!

Pozrime sa ešte na Vaše chyby. Niektorí ste sa pomýlili a zrátali ste počet baktérií po 5,5 hodinách (je ich 233) alebo po 6,5 hodinách (tých je 610). Viacerí ste prišli na to, že počet baktérií je rovný súčtu počtu baktérií pred polhodinou a hodinou, ale väčšina z Vás nevysvetlila, ako na to prišli a prečo to platí. Pozrite sa, koľko miesta sme venovali tomu, aby sme to zdôvodnili! Je to veľmi dôležité, bez toho by sme nevedeli, či hovoríme pravdu!

Úloha 3 (opravovala Ajka Bachratá)   
Tento príklad sa dal riešiť viacerými správnymi spôsobmi. Tu je jeden z nich:

Najskôr si vypočítame, aký je naozajstný súčet sčítancov. Vyjde nám 111 + 333 + 555 + 777 + 999 = 2775. Potom vypočítame rozdiel medzi naozajstným súčtom (2775) a súčtom, ktorý chceme docieliť (1111), aby sme vedeli, o koľko chceme súčet zmenšiť: 2775–1111=1664. Teda musíme „odobrať“ číslo 1664. 

Môžeme na to použiť 6 cifier zo súčtu, ktoré nahradíme nulami. Pri nahrádzaní budeme postupovať od najväčších cifier (zľava), takže najskôr odoberieme 1600. 1600=900+700, preto keď 999 upravíme na 099=99 a 777 upravíme na 077=77, odobrali sme spolu 1600 a sme použili sme dve nuly. 

Ďalej odoberáme 60. 60=50+10. 555 upravíme na 505 a 111 upravíme na 101, použili sme ďalšie dve nuly. 

No a ešte treba odobrať štvorku pomocou dvoch zvyšných núl: 4=3+1, preto 333 upravíme na 330 a 101 upravíme na 100. Takže použili sme všetkých 6 núl a vyšlo nám:  100+330+505+077+099=1111  

Ďalší spôsob je taký, že cifry nahrádzame postupne odzadu tak, aby sme dostali súčet (na miestach jednotiek, desiatok, stoviek) končiaci sa jednotkou (1, 11, 21). Muselo sa ísť odzadu, lebo sú tu zvyšky ktoré sa zarátavajú do ďalšieho stĺpca.

Úloha 4 (opravovali Aďa Tinajová a Erika Trojáková)

 Keď začneme riešiť úlohu, zistíme, že útvary T1 ,T2 ,T3 ,T4  by mohli byť rovnaké. Takisto V1, V2, V3, V4 by mohli byť zhodné. A zdá sa, že zodratá časť by mohol byť štvorec. Ako to ukázať? Do stredu koberca zapichneme špendlík a začneme koberec okolo neho otáčať. Zistíme, že po každom takom otočení, pri ktorom nám vrcholy koberca do seba zapadnú, zapadnú do seba aj ostatné otáčané body na obrázku. Skúste si to predstaviť. Preto sa budú prekrývať aj trojuholníky T1 ,T2 ,T3 ,T4 a štvoruholníky V1, V2, V3, V4 . Podobne strany vyšrafovanej plochy musia byť rovnaké (prekrývajú sa) a musia zvierať pravý uhol. Teda vydratá časť koberca je štvorec. [image: image1.bmp]Teraz poprekládame jednotlivé časti koberca. Trojuholník  T1 priložíme k útvaru V1 tak, že úsečku C1C priložíme k úsečke A1B, lebo majú rovnakú dĺžku. Vznikne nám pravouholník. Je to obdĺždnik, alebo štvorec? Asi vidíte, že je to štvorec. Trojuholníky T1 ,T3 sú rovnaké, teda aj strana medzi T1 a V2 je rovnaká ako strana medzi T3 a V1. Taký obdĺždnik, ktorý má susedné strany rovnaké je štvorec. Rovnako môžem poskladať aj ostatné trojuholíky T a štvoruholníky V s rovnakým číslom. Z celého koberca sa takto stane 5 štvorcov, ktoré sú rovnaké, teda vydratý štvorec tvorí jednu pätinu celého koberca.

Úloha 5 (opravovali Kika Kovalčíková a Kaja Janíková)

[image: image2.bmp]
Súčty na strane trojuholníka mohli byť 9,10,11 a 12. Dalo sa na to prísť aj skúšaním, napríklad ak ste do vrcholov dali najmenšie (potom najväčšie, potom párne a potom nepárne čísla) a skúšali ich dopĺňať. Ale mohlo sa stať, že niečo vás nenapadlo a nenašli ste všetky výsledky. A skúšaním ani nezdôvodníte, že iné riešenie už neexistuje. Preto bolo dobré postupovať systematicky a najskôr vymyslieť, ktoré súčty vôbec prichádzali so úvahy. 

Najmenší možný súčet by sa nám mohol zdať 1+2+3=6. Ale tento súčet nevyhovuje, pretože na ostatných stranách trojuholníka sa súčet 6 zo zvyšných čísel nedá spraviť (sú väčšie ako 1, 2, 3 a teda aj súčet bude väčší). Najmenší súčet dostaneme inou úvahou: Na jednej strane musí byť aj číslo 6. Aký je najmenší možný súčet na tejto strane? Ak pridáme dve najmenšie možné čísla, dostaneme 1+2+6=9. S najväčším súčtom je to podobné. Niekde musí byť 1, a najviac spolu s jednotkou bude 1+5+6=12. Takže súčty, ktoré môžeme brať do úvahy, sú 9,10,11,12. 

Ak ste trojuholníku s týmito súčtami ešte neobjavili skúšaním, treba zistiť či naozaj existujú. Ľahšie je to pri súčtoch 9 a 12. Viete, ako má vyzerať jedna zo strán trojuholníka, treba len skúšať, ktoré z rozložení čísiel 1,2,6 (alebo 1,5,6) sa dá doplniť. Dá sa ešte všimnúť, že ak veľké čísla dávame do vrcholov, súčty sa zväčšujú a naopak. Súčty 10 a 11 sú trochu ťažšie. Najlepšie bolo zistiť si, z akých čísiel sa dajú zostaviť súčty 10 a 11. Pre 10-ku je napríklad výhodné začať so súčtom 1+3+6 a skúšať ho doplniť, pri súčte 11 pomohlo skúšanie s číslami 1+4+6. 
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