JSMF ZILINA, FAKULTA RIADENIA A INFORMATIKY ZU, GYMNAZIUM VELEKA OKRUZNA ZILINA

SEZAM, skolsky rok 2012/13, vzorové rieSenia 3. zimnej série

Mili riesitelia,

spolu s tretou sériou konéi aj zimna cast tohtoroéného SEZAMU. Zvieratkd sa s vami az do jari ludia.
NajSikovnejsich z vas ¢aka zimné sustredenie v Patrovci (pri Trencine), ktoré bude v termine od 14. do
17. marca. Skor nez sa pustite do vypifiania navratky, este si preditajte tieto vzorové rieenia.
Nezabudnite, ze vSetko o SEZAMe najdete aj na www.sezam.sk

Za organizatorov vam vela Uspechov zeld Martin Bachraty.

Priklad ¢ 1 (opravoval Hynek Bachraty)

Ulohou bolo rozmiestnit ¢&isla od 1 po 11 do kruhovych komérok tak, aby ich
sucet v kazdej trojici od stredovej po krajnid komobrku bol rovnaky.
Potrebujeme teda ziskat 5 rovnakych suctov z troch éisel, napriklad 1+10+11=
2+ 9+ 11 = ... Prostredné cislo aj ale rovnaké vo vsetkych suctoch. Ak si ho
,odmyslime", musia davat 5 rovnakych suétov aj dvojice &isel na koncoch
chodbicdiek. K tomu mdzeme pouzit vsetky Cisla okrem prostredného. KedZe
mame dostat 5 rovnakych suctov, ich celkovy sucet musi byt delitefny piatimi.
Sucet vSetkych cisel od 1 do 11 je 66. Ak od 66 odpocitame stredové Cislo,
musime dostat nasobok 5. To sa da len 3 spdsobmi: 66 -1 =65=5x13,66-6=60=5x12a

66 -11 =55=5x11.

Mbzeme teda do prostriedku dat Cislo 1 a za zvys$nych disiel urobit 5 dvojic so su¢tom 13, ¢o sa ndm aj
podari: 2+11,3+10,4+9,5+8,6+7. Tieto ¢isla sa daju rozmiestnit do zvysnych chodbidiek viac
spdsobmi, my sme sa ale pytali hlavne na to, ¢o mdze dat Denisa do stredu.

Druhd moznost je dat do stredu 6 a dorobit dvojice so su¢tom 12: 1+11,2+10,3+9,4+8,5+7.
Posledni moznost je dat do stredu 11 a dvojice budd mat sicet 11: 1+10,2+9,3+8,4+7,5+6.

Toto su spravne rieSenia, a tieZz sme vysvetlili, Ze iné Cislo do stredu Denisa urdite dat nemoze.

Priklad ¢. 2 (opravovala Lenka Trojakova)
Mame 6 réznych obdlznikov, ktoré postupne prikladame k sebe stranami s rovnakou dizkou. Vezmime
najskér dva najmensie obdlZniky. Mame $tyri moznosti, ako ich rozostavit.

A

Mbzeme si v§imnut, Ze otocenim tychto Utvarov sa obvod nijako nezmenil. Utvary, ktoré vieme dostat
jeden z druhého otocenim, budeme povazovat za rovnaké. Spravi to rieSenie prikladu prehladnejsie.
Ako vychodiskovu poziciu budeme mat odteraz Utvar A. )

Podme pridat dalsi obdlznik. Mdme dve moznosti, ako to spravit. (Pridany obdlznik je vysrafovany)

B

Moézeme si v§imnut, Ze tieto dva obrazky su zrkadlovo rovnaké (akoby sme dali medzi ne zvislé
zrkadlo) a maju rovnaky obvod. Nesmieme v$ak zabudnut, Zze zrkadld mdZzeme mat dvoch druhov -
zvislé a vodorovné. Ked to spojime so Styrmi oto¢eniami, mame pre Utvar B spolu 8 moznosti, ako ho
nakreslit -kazdé otocenie mdzeme este preklopit podla dvoch zrkadiel (sklste tychto 8 moznosti
najst!). Opét si priklad zjednodusime a budeme dalej pracovat iba s Utvarom B.

Pridéme obdiZnik 4cm x 5cm k Gtvaru B. Vieme to spravit dvomi spdsobmi a dostaneme Utvary

s roznymi obvodmi:

C1 C2




Najskor zistime, aké rozne Utvary vieme ziskat z Gtvaru €C1. ObdiZnik 5x6 vieme pridat opat dvomi
spO6sobmi:

Clb

Cla

K Cla vieme pridat’lposledm'/ obdiznik 6x7 tieZz dvomi sp6sobmi (dostaneme D1 a D2), k C1b vieme
pridat posledny obdiznik len jednym spdsobom tak, aby sa obdlZniky neprekryvali (Gtvar D3). Obvody
tychto troch Utvarov si O(D1) = 50 cm, O(D2) =56 cm, O(D3) = 52 cm.

D3

D1 D2

Ostava nam zistit, aké Utvary vieme dostat z Gtvaru €2. Obdiznik 5x6 vieme priloZit len jednym
sposobom - dostaneme C2a.

D4
C2 D5

K tomuto Utvaru vieme posledny obdiZnik 6x7opét prilozit dvomi spdsobmi a dostadvame Utvary D4

a D5 s obvodmi O(D4)= 48 cm, O(D5)= 54 cm. )

KedZe sme v kazdom kroku vycerpali vSetky moZnosti pre uloZzenie dalSieho obdlZnika, neexistuje uz
Ziadny dalsi. Je teda 5 zakladnych Utvarov D1, D2, D3, D4 a D5 s obvodmi 50, 56, 52, 48 a 54 cm.
Kazdy z tychto Utvarov vieme zobrazit dsmimi spdsobmi, takZe ked nepovazujeme otolenia

a zrkadlenia obrazku za totozné, mame 40 Utvarov s obvodmi ako zakladnych 5 Utvarov, pricom kazdy
obvod sa opakuje 8 krat.

Priklad ¢ 3 (opravoval Mojo Majdis)

Oznacéme si nasich pét &isel a, b, ¢, d, e. Podla zadania méa platita + b + ¢ < 0. Ked'terazka + b + ¢
priratame d, tak dostaneme dCislo vacsie nez nula (vieme, Zea + b + ¢+ d > 0) . Ak by bolo d = 0, tak
by vyraz a + b + ¢ + d bol rovny vyrazu a + b + ¢, ktory je ale mensi do nula. Takze d nemdze byt
nula. Ak by bolo d zdporné, tak je a + b + ¢ + d dokonca mensie nez a + b + ¢, a teda mensie nez
nula, ¢o zasa nesedi (chceme aby bolo a + b + ¢ + d kladné). Neostdava ndm teda ind moznost nez t3,
?e d > 0. Podobne b +c+d <0 ab +c+ d +e < 0, z ¢oho zase vieme odvodit, Ze e > 0. Posledné dve
¢isla teda musia byt kladné. Tieto Uvahy moéZeme zopakovat aj ,zrkadlovo", pre prvé dve &isla, a vyslo
by ndam, Ze @ > 0 aj b > 0. Aby sa nam vdbec podarilo dostat nejaké zaporné sucty, prostredné Cislo ¢
potom nutne musi byt zaporné. Patica ¢isel teda musi byt tvaru kladné, kladné, zaporne, kladné a
kladné dislo.




Z nerovnic a+b+c<0, b+c+d<0, c+d+e<0 este vyplyvaju vztahy a+b<|c|, b+d<|c|, d+e<|c|. Az
nerovnic a+b+c+d>0, b+c+d+e>0 dostavame a+b+d>|c|, b+d+e>|c|. Teda ak by sme si od ¢
odmysleli znamienko, musi byt ¢ vadéSie ako kazdy sucet dvojic a+b, b+d, d+e a zarover mensie ako
kazdy sudet trojic a+b+d, b+d+e . Preto najvadési zo suctov dvojic musi byt aspori o dva mensi ako
najmensi zo suctov trojic.

Vsetky patice Cisel splnajice uvedené podmienky budu rieSenim nasej Ulohy. Takych patic je
nekonecne vela. MdzZete napriklad zobrat kazdu typu a,(a+1),(-2a-6),( a+2),(a+3) (pre a aspon 5). Aj
takychto typov je ale viac.

Priklad ¢ 4 (opravovala Kacka Bachrata)

Problém, ktory ste rieSili v tejto Ulohe bol, ¢i KOCKOBUS pri 20 jazdach bez zlavy ziska navysSe aspon
10 eur na nové stierace. Tato Uloha sa neda vyriesit tak, ze povieme, ze KOCKOBUS zarobi aspori 10
eur. Alebo Ze nezarobi. Pokusom, alebo nejakymi Uvahami sa mdZeme utvrdit v tom, Zze je velkd
danca, alebo velkad pravdepodobnost, Ze KOCKOBUS tych 10 eur nezarobi. Napriek tomu sa
mbze stat, Ze KOCKOBUS asporn 10 eur zarobi. Asi piati spomedzi riesitefov pri svojom pokuse s 20
jazdami hadzali kockami tak, ze zarobili asponl 10 eur. To neznamend, ze to urobili zle. Len im vySiel
menej pravdepodobny vysledok. Tak ako je malo pravdepodobné, Ze hodite tri krat po sebe Sestku. Ale
stat sa to moze.

Niektori sa vSak pomylili a zfavu davali aj mravéekom, ktori na dvoch kockach hodili vysledok (2,2),
(3,3), (4,4), (5,5). Za to uz som body strhla.

Teraz napiSem niekolko rozumnych Gvah, ktoré ste urobili pri rieSeni Ulohy.

Najmenej mbéze KOCKOBUS zarobit 0 eur, najviac 120.

Pravdepodobnejsie vSak budu vysledky blizSie k priemeru. Pri jednej jazde pocestuje priemerne 3,5
mravca (nebojte sa, nebudeme ich krajat na polovicu), teda pri 20 jazddch priemerne 70 mravcov. Ich
skutocny pocet bude niekedy viac, niekedy menej, ale velmi pravdepodobne niekde medzi 40 az 100
mravcami. Keby ich aj cestovalo okolo 100, zlfavu dostane len mald ¢ast z nich. Teoreticky by to mala
byt 1/18, teda asi 5,5 mravca. Teda niekde medzi 4 a 8 mravcami, teda pri 100 mravcoch by mal
KOCKOBUS usetrit nie¢o medzi 4 az 8 euro. Ak bude mravcov menej ako 100, aj uSetrenych eur by
malo byt menej ako 4 az 8.

Niektori z vas navrhli, Ze pravdepodobnost zlavy nie je 1/18, ale 2/21. Myslim si, Ze to tak nie je, ale
mozno sa mylim. Takze ak niekto viete vysvetlit, pre¢o by to malo byt 2/21 a niekto iny, preco by to
malo byt 1/18, tak mdzeme na sustredeni urobit velky pokus a zistit, podla akej tedrie sa riadia
skutocné kocky.

Predpoved pre KOCKOBUS: 10 zliav pri 20 jazdach je velmi nepravdepodobny vysledok.

Priklad ¢ 5 (opravoval Peto Novotny)

Uloha sa da uUspedne vyriedit réznymi spdsobmi, od komplikovanych rovnic zahffiajucich rychlosti,
drahy a casy (z ktorych napokon rieSenie nejako ,vylezie"), cez jednoduchSie rovnice zahfiajlce len
prejdené drahy, az po rieSenia Uvahou bez pouZitia akychkolvek rovnic (len s vyuzitim obrazka).
Vetky tieto rie$enia maju spolo¢né, Ze sa osobitne pozrieme na prvl dast (ked sa Kaidi vracal na
koniec kolény) a osobitne na druh( dast (ked Kaidi iSiel opat dopredu na zadiatok kolény) a z oboch
tychto casti ziskame informéacie, ktorych spojenim uZ vieme dizku kolény urdit.

RieSenie, ktoré tu uvedieme, je inSpirované rieSenim Pavla Mela. Je prekvapujuco elegantné a kratke.
Od ostatnych postupov sa liSi tym, Ze neuvazuje jednotlivé Casti pohybu osobitne, ale najskor sa pozrie
na cely pohyb ,naraz".

Chrobak Kaici presiel 30 cm smerom dozadu a potom 60 cm
smerom dopredu. Spolu teda presiel 90 cm. Kolko za ten isty ¢as 30 cm L LU >
presli mravce? Stadi sa pozriet na prvého mravca kolény - ten sa 60 cm >
nachadza o 30 cm dalej ako v momente, ked' Kaiéi zacal svoju put

smerom dozadu na koniec kolony (60 - 30 = 30). Takze kym Kaici presiel 90 cm, mravce presli 30 cm,
Cize Kaici sa pohyboval 3-krat rychlejsie.

S touto informéaciou uZ lahko urcime dizku kolény - stadi sa pozriet napr. na
prvi c¢ast pohybu. DlZka kolény je na =zadiatku vzdialenostou Kai¢iho 10cm 30 cm

Ll ]

od posledného mravca. Kaidi preSiel smerom dozadu 30 cm, posledny mravec ~~~
mu iSiel oproti tretinovou rychlostou, ¢ize presiel 10 cm.

Koléna ma teda dizku 30 cm + 10 cm = 40 cm.




Priklad ¢ 6 (opravoval Miro Hudec)

Zacnime so scitavacou pyramidou, pretoze je tam toho viac vyplneného. Ak na kocke medzi
5 a 1 bude ¢islo x, tak potom v druhom riadku dostaneme ¢&isla 5 + x a 1 + x a ich scitanim
0. Takze 6 + 2x = 0, Upravou dostaneme x = - 3. Toto mdézeme doplnit do obidvoch
pyramid a nasledne dopocitat dalsie &isla.

Oznac¢me si teraz pravé dolné Cislo y. V séitavacej pyramide vieme teraz doplnit aj vSetky
ostatné, Uplne hore sme dostaliy - 1.

S odditavacou pyramidou to bude trosku komplikovanejsie, aj ked v nej tiez stadi dopoditat spravne
Cisla len do poslednych kociek v kazdom riadku. Pri kazdom urceni hodnoty sa nam ale rieSenie rozdeli
na dve moznosti, podla toho, ktoré z poslednych dvoch cisel v aktualnom riadku predpokladame, ze je
vadésie. Znadit to budem takto: (>,>,<) znamena, ze v spodnom riadku y > 1, v druhom nad nim

4 >y - 1 anakoniec, zZe 4 < 5 - y. Porovnanim s vrcholom scitavacej pyramidy
dostaneme nejaké hodnoty y, pricom musime overit, & pre ne naozaj platila zvolena
sekvencia nerovnosti, alebo jednoduchSie dosadime vy do posledného riadku
a skontrolujeme pyramidu. (Pri overovani budeme s kazdou nerovnostou pripustat aj
rovnost, pri nej mdézeme odditat v fubovolnom poradi, lebo vysledok je 0).

< < < dava hodnotyy - 1,y - 5, y - 9 pricom toto by sa malo rovnat vrchu séitavacej
pyramidy, teday - 1 =y - 9. To ale pre Ziadne y neplati.

< < >davahodnotyy -1,y -5,9-y. Maplatit 9 -y =y - 1, z éoho dostaneme y = 5. Pri overovani
a dosadeni 5 do spodného riadku vsetko vyjde spravne, takze mame prvé riesenie, pre y = 5.

<> < davahodnotyy -1,5-y,1-y.Maplatitl -y =y -1, teday = 1. Pri overovani 1 dostaneme
druhé riesenie, prey = 1.

<> >davahodnotyy-1,5-y,y-1.y-1 =y -1, Co je Uplne to isté ako v sCitacej pyramide. Tu
nam vyslo, Ze by to mohlo platit pre kazdé y, ktoré bude spifiat podmienky < > >, tedazey > 1 a
zaroven 4 > y - 1 a zdroveri 4 > 5 - y. Druhu a tretiu podmienku vieme zapisat ako 5 > yay > 1.
Takze dostavame riesenia 1, 2, 3, 4, 5 (stale berieme do Uvahy aj rovnosti).

> < <dadvahodnoty1 -y, -3 -vy,-7-vy.Matedaplatit-7-y =y -1, éoplatiprey = - 3. Po
dosadeni ale vrchné cisla v pyramidach nie st rovnaké. To preto, Ze sa ndm pokazili predpokladané
nerovnosti: malo by platit 1 > - 3, 4 = 4, 4 < 0. Tu ndm nesedi posledné znamienko, takZze - 3 nie je
rieSenim.

> < >davahodnoty 1 -y, -3 -y, 7 +y.Maplatit 7+ y =y - 1, teda y = 4. Pri overovani
dostaneme 1 > 4, 4 < 3, 4 > 1. Znamienka nesedia, teda v tomto pripade 4 nie je rieSenim. (Nic to ale
nemeni na fakte, ze 4 sme nasli ako spravne riesenie, ked sme predpokladali ind kombinaciu
znamienok).

> > < dadva hodnoty 1 -y, 3 +vy,y - 1. Ma platity - 1 = y - 1. Toto by malo platit pre véetky y, ktoré
bud spifiat podmienku > > <, tedaze 1>y, 4>1-ya4 >3+ y. Tymto podmienkam vyhovuje iba
¢islo 1, takze 1 je rieSenie.

> > > dadva hodnoty 1 -y,3 +y,1-y. Maplatitl -y =y -1, teday = 1. Pri overovani dostaneme 1
=1,4 > 0,4 = 4. Takze 1 je rieSenie.

Nasli sme teda 5 celodiselnych rieSeni, v dolnom riadku budu Cisla 5, - 3, 1 a jedno z Cisel 1, 2, 3, 4, 5.




