JSMF ZILINA, FAKULTA RIADENIA A INFORMATIKY ZU
SEZAM, skolsky rok 2018/19, vzorové¢ rieSenia 1. letnej série

Mili riesitelia,

prave sa k vam dostali zadania druhej letnej série tohtorocného SEZAMu. Reno, Magdaléna, Jacob, Diana a Arcus
su vdacni za vasu pomoc s problémami z prvej série a veria, Ze sa UspesSne popasujete aj s Ulohami z druhej série.
Ak si chcete, predtym neZ sa do nich pustite, ponamahat svoje matematické svaly, tak si urite preditajte tieto

vZorové riesenia.
ESte vas chceme poprosit, aby ste poctivo vypliali celd hlavicku na kazdé jedno riesenie. Zna¢ne ndm to poméze
pri organizacii. Nezabudnite, Ze vSetko o SEZAMe najdete aj na stranke www.sezam.sk

Za organizatorov vam vela Uspechov Zeld Martin Bachraty.

Priklad ¢ 1 (opravovala Kika Kovalcikovd)

Toto vzorové rieSenie je vo velkej miere inSpirované rieSenim Evky Ondovcikovej a Maridna
Kur¢inu. V prvom rade si bolo treba vé§imnut, Zze komnaty vieme rozdelit na tri ¢asti, zodpovedajlce
trom obdlZznikom 3x5. Najprv treba prejst cez vSetky komnaty v prvej ¢asti, potom celd druhd &ast, a
nakoniec cell tretiu ¢ast. Kazdu ¢ast preSetrime zvlast a zistime, kolkymi spdsobmi ju vieme prejst.

ESte predtym, nez kazdu cast preskimame zvladst, podme sa pozriet na to, ¢o maju spoloéné.
Napriklad si m6ézeme vsimnut, Ze prva a poslednd cast sU rovnaké, len su oto¢ené. Preto bude v
obidvoch rovnaky poc¢et moznosti, ako dant ast prejst. Dalej plati, Ze cesti¢ka cez rohové komnaty
moze viest len jednym spdsobom, kedZe tieto rohové komnaty majd len dvoch susedov. Na obrazku je
tato cesti¢ka znazornena plnou ciarou. ESte jedna vec, ktorou si mdzeme byt isti, je spojenie komnat v
strede prvej, druhej, aj tretej Casti - tu pomo6ze k vysvetleniu pohlad na obrazok. Cesticka cez rohové
komnaty je uz velmi presne dana, a ak nechceme vytvorit v strede hociktorej ¢asti slu¢ku, musime
spojit dve alebo tri susedné komnaty v strede. Na obrdzku su tieto kusky cesticky znézornené
bodkovanou diarou.
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Teraz uz len musime pospajat tieto kusky cesti¢ky, aby sme pri tom na Ziadnu moznost
nezabudli. V prvej ¢asti musime zacat v komnate A a skondit v komnate oznacenej ako X. Zacnime ale
odzadu, v komnate X, a podme hladat spdsoby, ako sa dostat do A. Z komnaty X mdzeme odist troma
réznymi spdsobmi: nahor, dolava alebo nadol. Kazda jedna z tychto moznosti skryva inld cestu do
komnaty A, ktord uz je jednoznaéne dana tymto prvym krokom. Takze mame 3 moznosti, ako prejst
prvy, lava ¢ast komnat. Zaroven podobné tri moznosti mame aj na prejdenie poslednej, pravej casti
komnat. Podme sa eSte pozriet na strednl ¢ast komnat. Vychddzame z komnaty Y a ideme do komnaty
Z. Odist z komnaty Y m6zeme dvoma moznostami, nahor alebo nadol. Kazda z tychto moznosti vyusti
do cesti¢ky. Takze pre strednl ¢ast mame 2 moznosti, ako sa da prejst.

Co teraz s tymito troma ¢islami? Hociktora cesti¢ka v ¢asti s komnatou A sa da skombinovat s
hociktorou cestiCckou v strednej Casti, a aj s hociktorou cestiCckou v poslednej Casti. Preto tieto cisla
vynasobime, a dostaneme 2 - 3 - 2 = 18 moZnosti, ako sa da prejst' z komnaty A do komnaty B,
ak chceme kaZdou komnatou prejst prave raz.



Priklad ¢ 2 (opravovala Mata Kudelcikova)
Na stole mame polozené dva rovnaké kusy obdlznikovej latky so stranami a, b, ktoré
rozstrihneme takto:

b/2

b/2

KedZe sme ich rozstrihli na polovicu, strany novych obdiznikov, ktoré vznikli z prvého kusu latky
(nalavo) budd mat velkosti a, b/2 , a strany novych obdlznikov ktoré vznikli z druhej latky (napravo)
bud mat velkosti a/2, b. Dalej vieme, Ze kazdy maly obdiZnik z prvej latky mé& obvod 140 cm. Obvod
jedného z nich, vyznadime si ho d&ervenou farbou, vieme vypoditat podla obrdzka ako
0; = 2 - (@ + b/2). Mame teda rovnicu, ktoru si vieme trochu upravit:

140 = 2 - (a + b/2),
2a + b = 140.

Podme sa pozriet, ¢o vieme o druhom kuse latky. Tato sme rozstrihli taktiez na polovicu, no
kolmo na predosly strih. Obdizniky, ktoré z neho vznikli maju kazdy obvod 100cm. Spocitame teda
obvod zeleného obdlznika:

0, =2-(a/2 +b),
100 = 2 - (a/2 + b),
a + 2b = 100.

Dostali sme sustavu dvoch rovnic o dvoch neznamych, z ktorej vieme vypocitat velkost stran a,

b, &ize velkost stran pévodnych obdiznikov. Vyriegime ju:

2a + b =140
a+ 2b=100
Vyjadrime si z prvej rovnice b pomocou a a dosadime ho do druhej rovnice.
b =140 - 2a

a+2- (140 - 2a) = 100
a+ 280 -4a =100
-3a = -180
a =60
Vypocitali sme stranu a, teraz ju mdzeme dosadit do vyjadrenia strany b a dostaneme:
b=140 -2a =140-2-60 = 140 - 120 = 20.
Pévodny obdiznik mal teda strany s dizkami a= 60 cm, b = 20cm. Jeho obvod vypoditame uz
jednoducho: o =2: (a+b)=2: (60 + 20) =280 = 160.

Pévodny obdiZnik mal obvod 160cm.



Priklad & 3 (opravovala Basa Marecakova)

Vacsina z vas k rieSeniu pristupovala dvomi sp6sobmi. Bud’ ste nasli alebo vymysleli pravidlo
delitelnosti pre cislo 13, ktoré vSak bolo treba aj zdOvodnit, alebo ste hladali nejak( pravidelnost
postupnym delenim cisel zlozenych z jednotiek.

Spolo¢ne si prejdeme prave ten druhy spbsob, teda sa podme pozriet, ako funguje delenie
jednotiek ¢islom 13.

1:13 =02zv.1
11:13 =02zv. 11
111 :13 =8zv.7
1111 :13 =852zv.7
11111 :13 =8542zv.6
111111 : 13 =85472zv. 0
1111111 :13 =8547012zv. 1

11111111 : 13 = 854700 zv. 11

Naznacuje sa nam tam nejaka postupnost. Zaroven si mdézeme v$imnut, Ze &islo 111 111 je
delitelné 13, teda ma zvysSok 0. Co sa stane, ak toto Cislo vynasobime 10? Dostaneme 1 111 110,
ktoré nam takisto da zvysok 0 po deleni 13. Ak by sme ho vynasobili ¢islom 100, tak rovnako
dostaneme zvy3$ok 0 po vydeleni ¢islom 13. Vieme ho vynasobit aj 1 000 000 a stdle budeme mat ¢&islo,
ktoré nam dava zvysok 0. Skuste si postupne na papier vydelit takéto Cislo z jednotiek a nul, a hlavne
si vSimnite, ¢o nam pridavanie 0 na konci robi s vysledkom.

Avsak my potrebujeme mat Cislo zloZzené len z jednotiek a nemaju v fom byt nuly. Mézeme
skusit spravit nasledovné:

(111111 000000+ 111111) : 13 =111111111 111 :13 =85470085472v. 0
Ukazali sme, Ze Cislo s 12 jednotkami je delitelné Cislom 13. Lebo prva Cast Cisla zloZzend z jednotiek a
nul je delitelnd 13 a pripocitavana Cast je tiez delitelnd 13. Rovnako mbzeme tento postup opakovat a
priddme k nemu dal$ich 6 jednotiek. To znamend, Ze ak budeme mat 2016 jednotiek (2016 je delitelné
6 so zvyskom 0), tak o tomto ¢isle vieme povedat, Ze je delitelné 13. AvSak nase ¢islo md mat 2019
jednotiek.

Cize ho vieme ziskaf takto: 111 111 ... 111 000 + 111 = (2019 jednotiek v &isle). Prva cast
suctu je delitelnd &islom 13 so zvySskom 0. Druhd dast sictu, &islo 111, je delitelné &islom 13 so
zvySkom 7.

Cislo zloZené z 2019 jednotiek ddva po vydeleni islom 13 zvysok 7.



Priklad ¢ 4 (opravoval Kubo Kaloc)

V zadani bolo povedané, Ze nase zaklinadlo ma mat 180 prieseénikov a pritom ¢o najmensi rad.
To dosiahnem tak, Ze z tetiv vzdy vytvorim ¢o najvacsi pocet priesenikov a teda budem pouzivat
najmensi mozny pocet tetiv. Ako to vSak spravit? Za prvé budeme chciet aby sa kazda tetiva pretala so
vSetkymi s ktorymi je to mozné, teda so vSetkymi nerovnobeznymi tetivami. Za druhé budeme
pozadovat aby sa Ziadne tri tetivy nepretinali v tom istom bode, pretoze ta tretia mohla vytvorit nové
priesecniky.

Aby sme si boli isti, Ze nase dve poZiadavky na tetivy neporusime, tak si v trojuholniku uréime
nové tri body P, Q, R. Bod P bude lezat v strede BC, bod Q bude lezat v strede CA a bod R bude lezat
v strede AB. V$imnime si, ze ked budeme tetivy kreslit vzdy tak, aby boli vzdy len na jednej strane od
stredovych bodov, a to tej, ktora je blizSie k strane s ktorou su tetivy rovnobezné, tak si zarucime, ze
bude platit prvéd poziadavka. Pri kresleni uz sta¢i mysliet na ti druh( a nevytvarat priese¢niky s tromi
tetivami.

Ked" mam toto vsetko ujasnené zostava zistit, kolko tetiv potrebujem a aky ma byt rad kuzla.
Podme si postupne rozobrat ako sa vytvaraju priese¢niky. Predpokladajme, ze mdme kuzlo rddu R. Ked'
nakreslim vsSetkych R tetiv rovnobeznych s jednou stranou, nevytvoria sa mi ziadne priesec¢niky (Co je
v poriadku, kedZe su vsSetky tetivy rovnobezné). Teraz dopliime R tetiv rovnobeznych s druhou
stranou. Tie sa medzi sebou tiez nepretnd, ale kazda z nich sa pretne s vSetkymi R tetivami, ktoré sme
nakreslili ako prvé. Pridali sme teda R tetiv kde sa kazda pretne s R inymi tetivami, to je dokopy
R - R = R? priese¢nikov. Podme pridat aj R tetiv rovnobeznych s tretou stranou. Kazda sa najprv
pretala s R tetivami, ktoré som nakreslil v prvom kroku, takZe dostanem znova R - R = R? priese&nikov
a potom sa kazda pretala aj s R tetivami, ktoré som nakreslil v druhom kroku, takZe znova sa vytvori
R - R = R? priese¢nikov. Dokopy ked to spoditame mame teda 3 - R prieseénikov pre kuzlo radu R.
KedZe sme kreslili tak, aby ndm vznikol vzdy ¢o najvacsi pocet prieseénikov, mdézeme povedat, Ze pre
kdzlo rddu R vieme vytvorit najviac 3 - R? priese¢nikov.

Teraz uz len skusime dosadit zopar &isiel a dostaneme, Ze pre kuzlo siedmeho radu vieme
vytvorit najviac 3 - 72 = 3 - 49 = 147 prieseénikov, ¢o je malo. Pre klzlo ésmeho raddu vieme vytvorit
3-82 = 364 = 192 priesecnikov, ¢o je sice vela, ale pamatajme, Ze toto je maximalny pocet aky
vieme dosiahnut. Ked' uz vieme, ze hfaddme klzlo 6smeho radu, tak ndm stadi porusit jednu z dvoch
podmienok kreslenia aby sme znizili poéet priese¢nikov z 192 na 180. To mdzeme spravit napriklad
tak, ako na obrazku.

Kuzlo bolo teda 6smeho radu a mézZe vyzerat napriklad tak ako na obrazku.
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