JSMF ZILINA, FAKULTA RIADENIA A INFORMATIKY ZU
SEZAM, skolsky rok 2019/20, vzorové rieSenia 1. zimnej série

Mili riesitelia,

verime, ze sa uz pasujete s prikladmi z druhej zimnej série tohtoroného SEZAMu. Lucy, Anke, Gallo a Pierre sa
velmi potesili vSetkym vasim rieSeniam. Taktiez dufaju, ze im pomozete aj s ich dalSimi problémami, na ktoré
natrafia pri svojich dobrodruZstvdch v okoli dedinky Hadar. Popri poditani novych Gloh si méZete precvicit vase

matematické bunky pri Citani tychto vzorovych rieseni.
ESte vds chceme poprosit, aby ste poctivo vyplfali celd hlaviéku na kazdé jedno rieSenie. Znaéne ndm to pomdze
pri organizacii. Nezabudnite, Ze vSetko o SEZAMe najdete aj na stranke www.sezam.sk

Za organizatorov vam vela Uspechov Zeld Martin Bachraty.

Priklad ¢ 1 (opravoval Hynek Bachraty)
Nasou ulohou je doplnit 8 chybajucich Cisel do Stvorca 4x4 tak, aby sme v kazdom z deviatich
Stvorcov 2x2 dostali rovnaky sucet.

6 5

Velkym pomocnikom k tomu pre mnohych z Vés boli nezndme a rovnice. Mohli ste pouzit osem
neznamych, pre ktoré ste z rovnosti sU¢tov v Stvorcoch dostali dostatok rovnic a vedeli zistit ich
hodnoty. Pokial’ ste sucty Stvorcov porovnavali priebezne, stacili vam nezname dve alebo len jedna.
Pokial ste ale zacali porovnavat spravne $tvorce, niektori sa obisli aj Uplne bez rovnic.

Dobry zaciatok je napriklad vS$imnut si horny stredny Stvorec a Stvorec v strede tabulky. Sudet
Cisel v nich je rovnaky, a v oboch su rovnako zaratané cisla z dvoch zelenych poli¢ok. Preto (nech by
boli ,zelené" ¢isla akékolvek), musi byt tieZ rovnaky sucet 1 + 8 a 10 + ,zlIté Cislo". To je mozné len
vtedy, ak na tomto mieste bude -1.

-1 |10

Dalej si mdzeme v&imnut stredny lavy $tvorec a $tvorec v strede. Opat maju spolo¢nu zelend
¢ast (uz s dopisanou -1), a preto aj 6 + 2 = 10 + ZIté ¢islo. To preto musi byt -2.

6 -2

2 -1 | 10

Do tretice si takto vSimneme pravy stredny a pravy dolny Stvorce s uz doplnenou -2.
Z rovnakych dévodov ako doteraz na zIté poli¢ko musime doplnit -5.

-2 |2




Tabulka tak obsahuje dalSie tri doplnené disla. V zltom Stvorci (na obrazku vlavo) uz ale mame
vSetky styri Cisla a vidime, Ze ich sUcet je 10. Teraz uz postupne lahko doplnime na tento sucet aj
véetky ostatné Stvorce 2x2. KedZe sme pri tomto postupe vzdy dopinali jediné mozné ¢islo, dostdvame
preto jediné riesenie Ulohy.
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Priklad ¢ 2 (opravoval Kubo Kaloc)

Viaceri ste prisli na to, Ze pri tejto Ulohe je lepSie zacat odzadu - to znamena zacat s plnym
jazierkom a zistovat ako sa mohlo naplnit. Za¢nime uvazovat zatial bez konkrétnych d&isel. Pokial' je v
jazierku parny pocet bunko-saurov, tak mohli vzniknit rozmnozZenim sa z poloviéného poctu bunko-
saurov, alebo tak, Ze sme do jazierka dvoch pridali. Pokial' by sme predtym pridali len jedného alebo
troch, tak by to znamenalo, Ze pred pridanim bol v jazierku neparny pocet bunko-saurov a ten nemal
ako vzniknat rozmnozenim sa. Pokial' je v jazierku neparny pocet bunko-saurov, tak nemohli vzniknat
rozmnozenim sa, ale len pridanim jedného alebo troch, ¢o zarudi, ze pred pridanim ich znova bol parny
pocet.

Zacnime s jazierkom, ktoré ma kapacitu 96 bunko-saurov. Postup aky je tu opisovany je
zakresleny na obrazku nizsie, kedZe s kreslenim sa to da ovela lahsSie predstavit a nestratit sa. Jazierko
v ktorom je 96 bunko-saurov mohlo vzniknut tak, Zze sme do neho pridali dvoch bunko-saurov a teda
predtym ich bolo 94 alebo sa na poludnie rozmnozili z 48 bunko-saurov.

V daldom kroku mame 94 bunko-saurov, ktori nemohli vzniknut pridanim dvoch (lebo dvoch
z troch bunko-saurov sme uz pouzili), takZze museli vznikn(t rozmnozenim sa z 47. Tychto 47 mohlo
vzniknlt len pridanim jedného bunko-saura, ale tym sme minuli vSetkych bunko-saurov, ktoré sme
mali a zasekli sme sa na 46. Toto teda nase rieSenie nebude.

Prejdeme teda na 48 bunko-saurov. Ti podobne mohli vyniknGt pridanim dvoch. Sledovanim
tejto moznosti tiez dospejeme k tomu, Zze sme sa zasekli na 22. To znamena, Ze 48 bunko-saurov
mohlo vzniknut iba rozmnoZenim sa z 24 bunko-saurov. Rovnakym uvaZovanim zistime, Ze 24 bunko-
saurov mohlo vzniknut len rozmnozenim sa z 12 a ti zase rozmnozenim sa z Siestich.

Sest bunko-saurov mohlo vzniknUt pridanim dvoch alebo rozmnoZenim. Pokial sa tito Siesti
rozmnozili, tak predtym boli v jazierku traja bunko-sauri. VSimnime si, ze v tejto vetve rieSenia sme
zatial' nepotrebovali pridat Ziadne bunko-saure a teda ak tito traja vznikli pridanim troch, tak mame
jedno riesenie.

Druhd moznost je, Ze Siesti bunko-sauri vznikli pridanim dvoch a teda predtym boli v jazierku
Styria. Tito Styria mohli vzniknit uZz len rozmnoZenim sa z dvoch (lebo uz nadm ostal len jeden
nepouzity bunko-saurus) a ti zase rozmnoZenim sa z jedného. Ten jeden tam bol teda pridany na
zaciatku a mame dalSie rieSenie.

Ako si mbézeme byt isti, ¢ sme nasli vSetky rie$enia? V tomto postupe sme zvazovali vSetky
moznosti ako mohol dany podet bunko-saurov vzniknit a postupne sme zamietali moznosti, ktoré
nastat nemohli. To nas na konci nechalo len so spravnymi rieSeniami, ktoré su urcite vsetky.
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Rovnakym postupom sme potom mohli riesit aj zvysné dve jazierka. Obrazky, ktoré dopodrobna
zachytavaju cely postup pre druhé a tretie jazierko su niZsie.
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Na konci sme teda dostali pre jazierko s kapacitou 96 dve rieSenia. Bud' prvy defn priddme
vSetkych troch bunko-saurov, alebo prvy den priddme jedného bunko-saura a o dva dni neskor
priddme zvysnych dvoch.

Pre jazierko s kapacitou 104 mame jedno riesenie. Prvy den priddme jedného bunko-saura, o
den priddme dalSieho, a potom pockame dalSie dva dni a priddme posledného.

Pre jazierko s kapacitou 144 mame dve rieSenia. Bud' prvy den priddme dvoch bunko-saurov
a o dva dni pridame tretieho, alebo prvy den sme priddme jedného bunko-saura a o Styri dni priddme
zvysnych dvoch.

Priklad ¢ 3 (opravovala Ajka Kucharikova)

Nasou ulohou je zistit velkost uhla FEC, ak vieme Ze ABCDE je pravidelny p&atuholnik a ABF je
rovnostranny trojuholnik. Mdme dve moznosti, bud si to velmi presne narysovat, alebo nejako
vypoditat. Pri rysovani je problém, ze aj mald nepresnost ndm moze pokazit vysledok (uz narysovat
presne pravidelny patuholnik je dost tazké). Preto to skisme radSej vypoditat.




Chceme zistit velkost uhla FEC. Tuto velkost vieme vyjadrit pomocou dalSich uhlov z obrazku
ako |2«FEC| = |zAED| - |2CED| - |zAEF|. Poklsime sa zistit velkosti troch uhlov na lavej strane
rovnice.

Zacnime uhlom AED. Tento uhol je vnutorny uhol pravidelného patuholnika. Ten si mbzete skusit
sami vypoditat, odvodit pomocou vzorca, alebo ndjst na internete (pripadne v matematickej knihe).
Jednou z tychto metdd zistite, Zze vnatorny uhol pravidelného patuholnika je 108°, takze |ZAED| = 75°.

Teraz sa pozrime na uhol CED. KedZe Usecky CD a DE su dve strany pravidelného p&tuholnika,
tak musia byt rovnako dlhé. Z toho vyplyva, ze trojuholnik CDE je rovnhoramenny (so zakladriou CE). To
znamena, ze uhly pri zakladni maja rovnakl velkost, a teda |2~CED| = |£2ECD|. Navys$e vieme, ze uhol
EDC je vnutornym uhlom pravidelného trojuholnika, takze |2EDC| = 108°. Sucet uhlov v trojuholniku
je vzdy 180°, preto |2CED| + |£2ECD| + |2EDC| = 180°. Doplnenim informacii, ktoré o tychto uhloch
vieme dostaneme |2CED| + |2CED| + 108° = 180°. Z tejto rovnice lahko dopocditame |2CED| = 36°.

Nakoniec nas c¢akd uhol AEF. Aj v tomto pripade vyuzijeme rovnoramenny trojuholnik. Zo
zadania vieme, zZe trojuholnik BAF je rovnostranny. To znamenad, ze Usecka AF je rovnako dlha ako
Usecka AB, ktord je strana pravidelného pé&tuholnika ABCDE. Aj uUseCka AE je stranou tohto
pravidelného patuholnika, takZze |AE|=|AB|=|AF|. Z toho vyplyva, Ze AEF je rovnoramenny trojuholnik
so zakladriou EF, a preto |ZAEF| = |zAFE|. Véimnime si, Ze velkost uhla FAE mdzeme vypoditat ako
velkost uhla BAE minus velkost uhla BAF. Velkost uhla BAE je 108° (opat sa jednd o vnatorny uhol
pravidelného patuholnika), zatial’ ¢o velkost uhla BAF je 60° (vSetky uhly v rovnostrannom trojuholniku
maju velkost 60°). Takze |2FAE| = 108° - 60° = 48°, Suclet uhlov v trojuholniku AEF (podobne ako
v kazdom trojuholniku) je 180°, takze |2<AEF| + |£AFE| + |«FAE| = |2AEF| + |2AEF| + 48° = 180°,
a teda [£AEF| = 66°.

Teraz uz lahko dopocitame |£FEC| = |2AED| - |2CED| - |2AEF| = 108° - 36°- 66° = 6°.

Priklad ¢. 4 (opravovala Kika Kovalcikova a Ondro Belan)

Ti, ktori si naozaj hadzali kockami, prisli na dve veci. Prva je, Ze Cisla 4 a 12 padaju priblizne
rovnako ¢asto. Mohlo sa stat, Ze jedno z &isel padlo 8 krat a druhé 12 krat, ale nikdy sa nestalo, Ze by
jedno z nich padlo napriklad Styri krat CastejSie nez to druhé. Druha vec bola, Ze najcastejsi sucet na
stene bol niekde medzi 7 a 10. Kazdému vyslo nieCo trochu iné, ¢o je pri hadzani kockami Uplne
normalne.

Pozrime sa na to, kolkymi réznymi spdsobmi vieme ziskat sucet 4:

Prvy hod: + + 2 2 + 3 2 3 3
Druhy hod: 1 2 + 2 3 + 3 2 3
Treti hod: 3 2 2 2 1 1 1 1 1
Sucet: 4 4 4 4 4 4 4 4 4

Prediarknuté d&isla su tie, ktoré sme vyskrtli z piesku po druhom hode. Spolu je to devéat
moznosti. Teraz si podobnym spdsobom vypisme, ako vselijako by sme sa mohli dostat ku suétu 12:

Prvy hod: 1 2 3 4 5 6 6 6 6 6 6
Druhy hod: 6 6 6 6 6 6 ES 2 3 4 5
Treti hod: 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
Sucet: 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12

Pre stcéet 12 je to spolu jedenast mozZnosti. Preto je pravdepodobnejsie, Ze ¢astejSie bude padat
sucet 12 v porovnani so suc¢tom 4.

Ktoré ¢islo bude na stene najcastejsie? M6zeme si podobnym spésobom vypisat vSetky moznosti
pre ostatné sucty. Pre sucet 7 dostaneme 36 moznosti, ¢o je viac ako pre hociktory iny sucet. M6zeme
sa na to pozriet aj takto: Ak by ndm po dvoch hodoch zostalo na piesku akékolvek &islo, vzdy vieme
tretim hodom hodit také Cislo, aby bol vysledny sucet 7. Napriklad ak zostane po druhom hode
v piesku dislo jeden, vieme v tretom hode hodit Cislo Sest, aby bol vysledny sGéet 7. Toto ale neplati
pre vadcsie sucty. Ak je po druhom hode dislo v piesku jeden, uz nebudem vediet nijako ziskat vysledny
sucet 8. Podobne, ani mensie ¢isla neviem ziskat, ak mi po prvom hode zostane v piesku Cislo Sest.

NajcCastejSie oCakavané Cislo na stene je teda 7 - Co ale neznamend, Ze vzdy aj bude
najCastejSie. Aj iné su¢ty mali porovnatelne vela moznosti, ako sa k nim vieme dostat. Preto nie je
vylucené, ze na stene jaskyne bolo najcastejsie napriklad Cislo 8.



