JSMF ZILINA, FAKULTA RIADENIA A INFORMATIKY ZU
SEZAM, skolsky rok 2019/20, vzorové rieSenia 1. letnej série

Mili riesitelia,

prave sa k vam dostali zadania druhej letnej série tohtorocného SEZAMu. Lucy, Anke, Gallo a Pierre su
vdacni za vasu pomoc s problémami z prvej série a veria, Ze sa UspeSne popasujete aj s Ulohami
z druhej série. Ak si chcete, predtym nez sa do nich pustite, ponamahat svoje matematické svaly, tak
si urcite precitajte tieto vzorové riesenia. )

ESte vas chceme poprosit, aby ste poctivo vypliali cell hlavi¢éku na kazdé jedno rieSenie. Znacne nam
to pomoze pri organizacii. Nezabudnite, ze vSetko o SEZAMe ndjdete aj na stranke www.sezam.sk

Za organizatorov vam vela Uspechov Zeld Martin Bachraty.

Prva séria letnej ¢asti SEZAMu uz je za nami, no do sitaze sa da stale zapojit
pocinajic druhou sériou. Mas kamarata, ktorému matematika nie je cudzia?
V obalke mas zadania druhej série dvojmo prave preto, aby si jedny mohol
niekomu dat. MoZno sa s nim neskdr stretnes na lethom tabore SEZAMu.
(Nezabudni, ze SEZAM je uréeny pre 7., 8. a 9. roénik ZS a triedy 2G, 3G a 4G
na osemrocnych gymnaziach.)

Priklad ¢. 1 (opravovala Ivka Hrivova)

Oznacme hladané 4-miestne Cislo ako vxyz. Ak su vSetky cifry v, x, y, z rozne, tak z
nich vieme prehadzovanim dostat 24 réznych kdédov vratane pévodného kddu. (Premyslite si
preco.) Ak by boli niektoré z cifier rovnaké, tak kéodov bude urcite menej. Povedzme, ze cifry
x a z rovnaké, tak prehodenim tychto cifier sa Cislo nezmeni, napriklad vxyz a vzyx su v
tomto pripade rovnaké Cisla. KedZe prehadzovanim hladaného cCisla dostaneme 23 novych
¢isel, tak vSetky cifry v, x, y, z musia byt rézne. Pozrime sa na vsetkych 24 (Cisiel, ktoré
vieme z tychto 4 cifier zostrojit.

Kolko je cisiel, ktoré budd mat na mieste tisicok cifru v? Prva cifra je pevne stanoveng,
na druhé miesto vieme dat [ubovolnd zo zvysnych troch cifier, na tretie miesto uZ vyberame z
dvoch cifier a na posledné miesto dosadime tu cifru, ktora nam ostala. Cisel zacinajucich
cifrou v je teda 3 - 2 - 1 = 6. Podobne kazda dalSia cifra sa tiez na mieste tisicok vyskytne 6-
krat.

Rovnakym postupom sa dostaneme ku zaveru, Ze aj na mieste stoviek bude kazda z
cifier v, x, y, z prave 6-krat. To isté plati aj pre miesto desiatok a miesto jednotiek. Sucet
vSetkych tychto 24 &isel preto vieme vyjadrit nasledovne:

6:-(v+x+y+2)-1000+6:-(v+x+y+2z)-100 +

6 (v+x+y+2)-10+6:(V+Xx+y+2)=6666:(v+x+y+2)
Zo zadania Uulohy vieme, Ze sucet vsSetkych tychto 24 C(Cisel je vxyz + 147031 (sucet
povodného Cisla + sucet zvySnych 23 (isiel). Preto plati vxyz + 147031 =
6666 - (v + x + y + z). Hladdme teda nasobok Cisla 6666 vacsi ako 147031. Prvym takym
nasobkom je 6666 - 23 = 153318. Teda po dosadeni  vysSie dostaneme
vxyz + 147031 = 153318, takze vxyz je 6287. Navyse plati 6 + 2 + 8 + 7 = 23, takze Cislo
6287 vyhovuje.

Pre istotu sa pozrime aj nadalSi nasobok cisla 6666, ktory je 6666 - 24 = 159984. Po
dosadeni dostaneme vxyz + 147031 = 159984, no potom vxyz = 12953, Co nevyhovuje.
(Podobne pre vyssie ndsobky 6666 by vxyz muselo mat aspon pét cifier.)

Hl'adanym Stvorciselnym cCislom na stene je Cislo 6287.



Priklad & 2 (opravoval Kubo Kaloc)

Prvym krokom je uvedomit si, Ze Pierrov kamen ma dokopy dvanast stien, jedenast vrcholov pri
podstave a jeden vrchol Uplne hore, kde sa stretdvaju vsSetky steny. Na kazdej stene je napisané
nejaké prirodzené ¢islo, pri¢om tieto ¢isla nemusia byt nutne rovnaké. Dalej zo zadania vieme, Ze
hodnota pri kazdom vrchole sa pocita ako sucet Cisiel na stenach, ktoré tento vrchol obsahuju.
Oznacme si teda tieto Cisla nasledovne:

« Cislo na podstave oznac¢ime ako p,

e Cisla na stenach oznacime ako s;, Sy, S3, S4, S5, Se, S7, Ss, So, S10, S11,

» Cislo na vrchole, kde sa stretavaju vsetky steny oznacme ako vy,

» (isla na vrcholoch, kde sa stretdvaju dve bocné steny a podstava si oznacme ako vy, vy, V3, Vg,
Vs, Vs, V7, Vs, Vo, V1o, V11, Pricom v; bude vrchol pri stenach s; a s,, v, bude vrchol pri stenach s,
a s3, a tak dalej.

Niektori ste pouzivali oznacovanie pismenkami, niektori ste pouzivali indexy, v tomto pripade
bolo Sikovné pouzit indexy, aby sme nemuseli vymyslat vela pismeniek. Cisla na vrcholoch si suc¢tom
¢isiel na stenach a to mbézeme zapisat ako nasledujlce rovnice:

Vo=S;1 +S,+S3+S4+ S5+ S+ S+ Sg+ Sg+ S0+ Si1

Vi=Si+ S+ p
V=S, +S3+p
V3=S3+ S+ p
Vi=Ss+ S5+ p
Vs=Ss+ Sg+ p

V=S¢ +S,+p
V;= S, + Sg+ p
Vg=Sg + So+ p
Vo=Sg + S0+ p
Vio= S0+ Si1+ p
Vig= S +S;+p

V zadani médme dané, Ze vSetky ¢isla na vrcholoch s rovnaké, takze urdite bude platit, Ze v; =
Vo =V3=V4=Vs=Vg=V;=Vg= Vg = Vs = Vy;. Teda urcite plati aj s; + s, + p= s, + s3+ p, z Coho
po odditani Cisiel s, a p od oboch stran dostaneme rovnost s; = s3. Podobne z rovnosti s, + s3+ p = s3
+ s, + p dostaneme s, = s,. Postupne takto odvodime, Ze s; = S3 =S5 =S, = Sg =S;;8S> =S4 = Sg =
= Sg = S;9. Nakoniec, odcitanim s;; a p od rovnosti s;p + s;; + p = s;; + s; + p dostaneme, Ze plati
S;0=S;. To v8ak znamend, Ze vsetky Cisla na stendch musia byt nutne rovnaké. Teraz, ked to uz
vieme, mbdzeme si tieto &isla na stendch pomenovat rovnako, napriklad s.

Sucet Cisiel pri vrchole vy je teda 11 - s. Sacet Cisiel pri ktoromkolvek z vrcholov pri podstave je
rovny 2 - s + p. KedZe su vSetky sucty pri vrcholoch rovnaké, tak 11 - s = 2 - s + p, z ¢oho po Uprave
dostaneme 9 - s = p. Dalej vieme, Ze stcet vietkych isiel na stenadch kamena je 60, takze 60 = 11 - s
+ p. Do tejto rovnice mézeme namiesto p dosadit 9 - s, takze 60 = 11-s + 9-s = 20+ s. Z tohto uz
lahko doratame s = 3 a p = 27.

Na podstave kamena je napisané Cislo 27 a na bocnych stenach je napisané cislo 3.

Poznamka k rieSeniu:

Niektori z vas ste najskér zistili, ze &isla na boénych stendach su rovnaké a potom ste zaclali postupne
dosadzovat na bo¢né steny C&isla 1, 2 a 3, az ste zistili, Ze trojka funguje. Pri tomto postupe bolo viak
este dblezité overit, Ze ak by ste pokracovali s &islami 4, 5, 6, ..., tak by ste uZ Ziadne dalsie rieSenie
nenasli. Z rovnic to vyslo jednoznacne, no pri skusani sa bolo potrebné zastavit, ked uz by sucet Cisel
na vsetkych stenach bol vacési nez 60.




Priklad ¢ 3 (opravovala Betka Bohinikova)

Postupne si oznaéme prednud, boc¢nu pravd, zadnud, bo¢nu lavd, hornd a dolnd
stenu kocky ako P, Bp, Z, Bl, H, D. NapiSeme si kombinacie skiel, ktoré vytvaraju
postupne 7 oblasti roznej farby ktoré vidime na obrazku.

T s ar——
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PORVg

1 2 3 4 5 6 7
H+BIlH+Z|BI+P/P+2|Z+Bp|P+D | Bp+D

Oblasti 2, 4 a 5 su vSetky tvorené zadnym sklom Z. Z toho vieme, ze steny H,
P, a Bp musia mat rdoznu farbu, pretoZze inak by oblasti 2, 4 a 5 nemali rézne farby.
Znamena to, ze potrebujeme minimalne 3 rbézne farby skiel kocky. Rovnaku Uvahu
mozeme spravit aj pre oblasti 3, 4 a 6. V nich sa zase opakuje P. Takze vieme, Ze BI,
Z a D musia byt rozne.

Skisme teda pouzit iba tri farby pre steny kocky, napriklad Modrd, Zelenu
a Cervenu. Vieme Ze véetky oblasti st tvorené dvojicami stien. Z farieb M, Z a C vsak
vieme vytvorit len 6 réznych dvojic: MM, Mz, MC, €z, zz, CC. Oblasti je vsak 7
a teda tri farby nestacia.

Skusme pouzit 4 farby, pridédme Fialovd. Zo 4 farieb uz mame 10 rdznych
dvojic: MM, Mz, MC, Cz, zzZ, CC, MF, ZF, CF,FF. Jeden zo spdsobov akej farby su
steny kocky je:

P Bp y 4 BI H
C Z F M M

D
C

Steny kocky musia mat najmenej 4 ré6zne farby, aby vzniklo 7 oblasti réznych
farieb.



Priklad ¢. 4 (opravovali Milos Micik a Timea Jakubocyovd)

B

Na zaklade toho, Zze body D a E leZia v strede stran BC a AC vieme povedat, zZe tieto
body delia tieto strany na dve Casti, ktoré su rovnako dlhé. Takze plati |AE| = |EC| a |BD| =
|IDC|. Zaroven vsak vieme, ze trojuholnik ABC je rovnoramenny. To znamena, ze jeho
ramena, AC a BC, su rovnako dlhé, ateda |AC| = |BC|. Tym padom, ked rozdelime dve
rovnako dlhé usecky na polovicu, dostaneme Styri rovnako dlheé Usecky. Teda usecky AE, EC,
CD a DB maju vsetky rovnaké dlzky:

> . |AC| = |AE| = |EC| = |CD| = |DB]|

Vsimnime si, ze Usec¢ky AD a BE su taznice trojuholnika ABC. KedZe trojuholnik ABC je
rovhoramenny a Usecky AD a BE su ,t'ainice prave na tie strany trojuholnika, ktoré su
ramenami, maju tieto taznice rovnaku dlzku. Takze plati |AD| = |BE]|.

Pozrime sa teraz na trojuholniky zo zadania. Vidime, Ze strana BE v trojuholniku ABE je
rovnako dlha ako strana AD v trojuholniku ADC. Zaroven strana EA v trojuholniku ABE je
rovnako dlha ako strana DC v trojuholniku ADC. Z toho vyplyva, ze rozdiel 8 centimetrov v
obvode sposobuje len rozdiel dlzok zvysnych dvoch stran, a to su strana AB v trojuholniku
ABE a strana AC v trojuholniku ADC. KedZe obvod trojuholnika ABE je o osem centimetrov
vaési ako obvod trojuholnika ADC, mbzeme teraz povedat, ze strana AB je o osem
centimetrov dlhsia ako strana AC. Dostaneme teda .

Uz nadm stadi vyuzit posledny Udaj zo zadania, a to Ze obvod trojuholnika ABC je 50
centimetrov. Kedze zakladna je o osem centimetrov dlhSia ako rameno, trojuholnik zlozeny
len z troch useciek dlhych tak ako rameno trojuholnika ABC by mal obvod 50 - 8 = 42
centimetrov. Jedno rameno ma teda dizku 42 : 3 = 14 centimetrov. No a kedZe zakladna je o
osem centimetrov dlhsia, musi mat 14 + 8 = 22 centimetrov. Rovnako toto vieme odvodit aj
rovnicami:

o(ABC) = |AB| + |BC| + |CA| = 50 cm
o(ABC) = |AB| + 2 - |AC| = 50 cm
o(ABC) = + 2 |AC| =50 cm
o(ABC) =3.|AC| +8 =50cm
3 - |AC| =42 cm

|AC]| = 14 cm

N

Strany trojuholnika ABC maju diZky |AC| = |BC| = 14 cm a |AB| = 22 cm.



