JSMF ZILINA, FAKULTA RIADENIA A INFORMATIKY ZU
SEZAM, skolsky rok 2020/21, vzorové rieSenia 2. zimnej série

Mili riesitelia,

prave sa vam do ruk dostali zadania poslednej zimnej série tohtorocného SEZAMu. Rusnovodi¢ Tonko a kamarati
MiSko, Daska a Baska vam z Mazes Expresu dakuju za vSetky vase riesenia.

Teraz vas Cakd tretia séria a poslednd Sanca zabojovat o Gdast na zimnom suUstredeni (chata je objednand na
marec, ¢i sa na nu dostaneme je teraz asi este vo hviezdach...). Predtym, nez sa pustite do 3 série si eSte
precitajte tieto vzorové rieSenia. Dozviete sa kde ste spravili pripadné chyby, a mozno sa dozviete aj iné sp6soby,
ako sa dali Ulohy vyriesit. )

ESte vas chceme poprosit, aby ste poctivo vyplfali celd hlaviéku na kazdé jedno riesenie. Zna¢ne ndm to poméze
pri organizacii. Nezabudnite, Ze vSetko o SEZAMe najdete aj na stranke www.sezam.sk

Za organizatorov vam vela Uspechov Zela Martin Bachraty.

Priklad ¢. 1 (opravovala Vierka Glevitzkd)

Madme sedem konektorov A, B, C, D, E, F, G a sedem konektorov 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Chceme ich spojit
prave siedmymi kablami tak, aby hodnota A-B-C+ D:-E-F-G bola prvocislo a kazdému pismenu bolo
pridelené jedno ¢&islo. Bolo by velmi ¢asovo neefektivne skuisat véetky moznosti (i ked' aj tak sa niekedy da uloha
vyriedit), takZze by sme chceli ich podet nejako zmensit.

} Chceme aby vysledkom bolo prvocislo, ¢o teda vieme o prvocislach? Su to Cisla s prave dvomi delite/mi.
Cislo 2 je najmensie z nich a je taktieZ jediné parne. (Skuste sa zamysliet, preco si zvysné prvodisla nepéarne.)
TakZe ¢o musi splfiat A- B-C+ D - E - F- G, aby hodnota mohla byt prvoéislom? Musi byt neparne, ked%e vidime,
ze jeho hodnota sa nebude rovnat dvom. Podme sa teda pozriet, kedy to mdZe nastat.

Vypocet A-B-C+D:-E:F-G sa skladda zdvoch scCitancov A-B-C a D-E:F:G. Kedy bude ich sucet
neparny? Aké mozu byt parity tychto dvoch &isel? Ak si nie ste isti, skiste o tom chvilku popremyslat pred tym,
ako budete ¢&itat dalej. Vieme, Ze plati:

parne + parne = parne
parne + neparne = neparne + parne = neparne (pri scitani nezalezi na poradi)
neparne + neparne = parne

Hodnota A-B-C+ D - E- F-G mbze byt teda prvocislom iba ak z¢isel A-B-C aD:-E-F-G je jedno
parne a jedno nepdrne. Ako to vieme docielit? Ak chceme dostat nasobenim neparne d&islo, ani jeden z Cinitelov
nemdZe byt parny. Inak by bol nd$ vysledok delitelny &islom 2, a teda parny. Pri ndsobeni nezaleZi na poradi,
takZe ¢isla A-B-CaD:E-F-G mdzeme vnimat aj ako dve skupiny Cisel, v rdmci ktorych sa vSetky navzajom
nasobia. Ak priradime nejaké Cislo jednej skupine, nemusime sa zaoberat akému konkrétnemu pismenu ho
priradime. V jednej skupine teda musia byt iba neparne ¢isla, aby mohol byt celkovy sucet prvocislom.

Teraz uz mdzeme s lahkostou prejst véetky moznosti a pre kazdy vysledok overit, & ide o prvodislo. (Ak
chcete, skuste si to.) Ukazeme si vSak, ze nam stadi overit iba jednu mozZnost.

Vyssie sme si vSimli, Ze sucet Cisel delitelnych dvomi je sdm o sebe delitelny dvomi. Rovnako aj sucet Cisel
delitelnych tromi je sdm o sebe delitelny tromi. To teda znamena, Ze tak ako parne &isla (2, 4 a 6) musia byt spolu
v jednej skupine, musia byt aj Cisla delitelné tromi (3 a 6) v jednej skupine. Preto jedind moznost, kedy mame
dancu dostat prvodislo, je ked su &isla 2, 3, 4 a 6 v jednej skupine. Podme sa teda pozriet, & naozaj vznikne
prvocislo:

1:5-7+2-3-4-6=35+144=179

179 :2
179 :3

89,5 179 : 5 =38,8 179 : 11 = 16,2727...
59,66... 179 : 7 = 25,57 179 : 13 =13,77

(Ak chcete, mbzete sa eSte zamysliet nad tym, preo nam stadi overit delitelnost ¢isel mensich ako odmocnina
70 179.)
Vieme vytvorit iba jedno prvoéislo 179.


http://www.sezam.sk/

Priklad ¢ 2 (opravovala Stevka Glevitzka)

Na vypocet obsahu obdiZnika by sa ndm ziéli dizky jeho strdn. Mdme véak zadané len vzdialenosti stredov
kruhov. Obrazok ndm napoveda, ze sa nam budu hodit velkosti polomerov kruhov. Poklisme sa ich teda najst.
V prvom rade si ich pomenujme, nech sa nam o nich lepsSie rozprava. Polomery kruhov so stredmi postupne
v bodoch E, F a G budeme volat postupne e, f a g. MdéZeme si vSimnut, Ze (Usecky EF, EG a FG prechadzaju
dotykovymi bodmi kruhov (rozmyslite si, preco to tak je). Preto sa Usecka EF sklada z polomerov e a f, Usecka EG
sa sklada z polomerov e a g a UsecCka FG sa sklada z polomerov f a g. Niektori z vas si tak rovno napisali tri
rovnice a z nich potom zistili velkosti polomerov (to sa da r6znymi peknymi sp6sobmi). My si ukazeme, ako sa to
da aj bez rovnic.
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Zoberme si niektoré dve z Useliek EF, EG a FG, napriklad Usecky EF a EG. Vidime, Ze polomer e maju
spolo¢ny, no usecka EF je o 3 dlhSia ako EG. Preto aj f musi byt o 3 dlhéi ako g, teda f = g + 3. Zaroveil f + g =
13 (tvoria spolu Usecku FG, t& ma dlzku 13). Ked' to spojime, dostaneme 13 =f+g=(g+3)+g=2:g+ 3.
Preto 2 - g = 10, a teda g = 5. Teraz uz lahko dopoditame f = 8 a e = 18. Tie isté Gvahy by sa dali vyuzZit, aj keby
si vyberieme inl dvojicu Useciek.

~ Super, tak uz pozname polomery kruhov. Ako ich teda vyuZit? Mohlo by nam poméct, Ze kruhy sa dotykaj(
obdlznika ABCD. Oznacme si teda ich dotykové body tak ako na obrazku, nech sa o nich mézeme lepsie rozpravat.
Z obrazku to vyzerd, ze by sme vedeli lahko spoditat dizku strany AD. Ako na to? Strany AD, BC ale aj Usecka JH
maju konce na stranach AB a CD. NavySe, vSetky tri su tieZ kolmé na AB a CD (tie su rovnobezné). Vdaka tomu
maju UseCky AD, BC a JH rovnaku diZku. Oba koncové body Usecky JH lezia aj na okraji najvacsieho kruhu, tak asi
tudime, Ze jej diZzku vieme spoditat najjednoduchsie. Ked%e AB a CD sU rovnobeZné a polomery EH a EJ s na ne
kolmé, tak HJ je priemer najvacsieho kruhu. Jeho polomer uz pozname, preto |AD| = |H]| =2-e =218 = 36.

Dizku jednej zo strén obdiznika uz mame, chceli by sme eSte druhu. MéZeme si véimnut, Ze dotykové body
J a K rozdelujl stranu AB na tri ¢asti, pricom dlzky Gsecliek AJ a KB vieme lahko zistit. TotiZ (obrdzok nam mozno
napovie) uUtvar AJEI je Stvorec. To preto, Zze vSetky jeho vnutorné uhly si pravé a zaroven Usecky EI a EJ su
rovnako dlhé. Z toho vieme, Ze |AJ| = 18. To isté mdzeme zopakovat pre Utvar KBLF, z ¢oho dostaneme |KB| = 8.

Chyba nédm u? iba dizka Usecky JK. To je vlastne vzdialenost priamok EJ a FK, ked%e obe sU kolmé na
stranu AB. Uvedomme si vsak, ze diZzku JK ma aj hocijaka ina usecka rovnobezna so stranou AB, ktorej konce su
na priamkach EJ a FK. Specidlne, jednou z nich je aj taka, ktord konéi v bode F. Skiusime ju vyuZit, tak si jej druhy
koniec ozna¢me M. (Miesto nej by sme si mohli zobrat aj rovnobezku prechadzajlcu cez bod E, ostatné vsak nie st
0 moc lepsie ako nasa usecka JK.) Co este vieme o usecke MF povedat? Ked%e je rovnobeZnd s AB, tak je kolma
na EJ. CiZe pri M sU pravé uhly. To jednak znamena, Ze trojuholnik EMF je pravouhly, no taktiez Gtvar JKFM je
obdlznik. Teda nielen |JK| = |MF|, ale aj |[MJ| = |FK|. My uz ale vieme, ze |FK| = f = 8, a teda aj |MJ| = 8. Taktiez
vieme, ze EJ je polomer e. Preto |EM| = |EJ| - |[M]| = 18 - 8 = 10.
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V pravouhlom trojuholniku EMF tak pozname dizky dvoch strén, a tak mézeme pouzit Pytagorovu vetu na
vypocet dlzky tretej strany. Ta hovori, Ze ked v pravouhlom trojuholniku ozna¢ime ako a, b strany zvierajlce
pravy uhol a stranu oproti pravému uhlu oznaéime c, tak potom plati c? = a? + b2, Pre trojuholnik EMF teda plati
262 = 10% + |MF|2. TakZe |MF|?> = 676 - 100 = 576, preto |MF| = V576 = 24,

Nakoniec uZ len lahko spocitame |AB| = |AJ| +|JK| + |[KB| = 18 + 24 + 8 = 50, vdaka ¢omu vieme spocitat obsah
obdiZnika ako Sagcp = |AB| - |AD| = 50 - 36 = 1800.



Priklad ¢ 3 (opravovala Eliska Kalocovd)

K tejto uUlohe sa dalo pristupovat dvomi spdsobmi, priCom oba sme uznali ako spravne. Zakladnou
myslienkou celého rieSenia je, Zze chceme ndjst 12 po sebe idlcich symetrickych rokov tak, aby bol rozdiel medzi
najvacsim a najmensim minimalny.

Prvy spOsob bol vSeobecnejsi a nezohladnoval rok, ktory je aktualne podla kalendara, ktory pouzivame.
Ked%e chceme zistit kolko najmenej rokov sa mohol pra...pradedko doZit, je jasné, Ze potrebujeme najst dvanast
symetrickych rokov, ktoré st ¢o najbliZzsie pri sebe. Pokial ma &islo parny pocet cifier, je mozné ho rozdelit presne
na dve polovice. Pokial' chceme zo symetrického ¢isla s parnym poétom cifier spravit iné symetrické s ¢o najmenej
zmenami a Cislo nepredlZovat, tak mézeme zmenit jednu cifru v avej polovici a zrkadlovo aj cifru v pravej polovici.
Ak chceme najst symetrické &isla, ktoré st ¢o najblizSie, tak sa mozno bude zdat, Ze najvyhodnejsie je menit cifru
na pozicii jednotiek, avSak tu je treba si uvedomit, Ze tym sa zmeni aj cifra v druhej polovici a to na najvyssej
pozicii. KedZe najvacsie rozdiely budl zdlezat od toho, ¢o sa zmeni v lavej polovici, je pre nas najvyhodnejsie
menit cifry na najnizéej pozicii v lavej polovici ¢&isla. To v8ak znamend, Ze najlepSie je menit prostredné dve cifry,
aby sme dostali po sebe idlce &isla. Takychto &isiel vieme ndjst vidy 10 za sebou, kedy je v strede 00, 11, 22, ...,
99. Potom nastane znova zmena na 00, avSak poposuUvaju sa aj najblizsie okolité cifry o 1.

Pri Stvorcifernych cislach su prostredné cifry desiatky a stovky, kde ked obe zvysSime o 1, dostaneme
rozdiely medzi symetrickymi &islami 110. Pri $estcifernych Cislach sG v strede uz stovky a tisicky a rozdiely budu
1100. Pokial'budeme ¢&isla predlZovat stred sa bude postvat dalej a dalej a rozdiely budu stéale vadsie a vacsie.

Pokial' ma &islo neparny pocet cifier, je mozné ho rozdelit na polovice tak, Ze jedno Cislo ostane v strede.
Rovnakou Uvahou ako pri ¢&islach s parnym pocétom cifier zistime, Ze najlep$ie je menit prave strednl cifru, aby
sme dostali ¢o najmensSie rozdiely. Aj tu je podstatné podotknut, ze &m je Cislo dlhsie, tym sa strednd pozicia
posuva viac dolava a rozdiely pri zmene sa zvysuju. )

Zatial' sme podrobne neskimali prechody z 99 na 00, z 9 na 0, alebo predlZenie Cisla o jednu cifru, ¢o sa
stane vzdy az po desiatich symetrickych cCislach, ktoré sme rozoberali. To znamena, ze nieco takéto sa za zZivot pra
pra...pradedka urcite stalo, ale len raz alebo dva krat.

Pri druhom menej vSeobecnom spbsobe ste skimali len symetrické roky do roku 2002. Pri tomto postupe
bolo treba zdbvodnit, Ze dalej ste nepokracovali, pretoZze to bol posledny symetricky rok pred stcdasnostou. Aj tu
v8ak bolo déleZité preskimat vietky symetrické roky a najst tie s naozaj najmensimi rozdielmi, pri ¢om rozdelenie
rokov na tie s pdrnym a neparnym pocétom cifier vedelo zna¢ne pomdct.

Ked uz sme sa presveddili, ze prili§ dlhé &isla ndm nepomdzu, je dobré sa vratit k tym najkrats$im. To su

bud' dvojciferné, alebo trojciferné Cisla - stale nam zalezi na parnom a neparnom pocte cifier. Dvojcifernych
symetrickych ¢&isiel je 10 a véetky maju medzi sebou rozdiel jedendst rokov. Trojcifernych &isiel je uZ viac. Pokial
menime len strednd cifru, tak je rozdiel vzdy desat rokov.
Teraz je &as pozriet sa podrobne aj na prechody, ktoré sme predtym opomenuli. Pri prechode z 99 na najblizsi
symetricky rok sa dostaneme na 101. Podobne to funguje pri kazdom predlizeni Cisla, teda aj z 999 na 1001, 9999
na 10 001, ... a rozdiel bude vzdy dva. Pri trojcifernych &islach sa ¢asom zmeni strednd cifra devéat na nulu (191 na
202, 292 na 303, ...). Pri tychto prechodoch je vzdy rozdiel medzi ¢islami jedenast.

Z predoslych Gvah vyplyva, ze najvyhodnejSie je zobrat desat po sebe idlcich trojcifernych rokov, medzi
ktorymi sU rozdiely desat a k nim jednu dvojicu, medzi ktorou je rozdiel len 2. Pre posledn( dvojicu uz potom
neostane ind moznost ako rozdiel jedenast. Takto nam vznikn( celkom tri moznosti, kedy mohol pra...pradedko
oslavovat narodeniny:

1) 88 (rozdiel 11) 99 (rozdiel 2) 101 (rozdiel 10) 111 (rozdiel 10) 121 (rozdiel 10) 131 (rozdiel 10) 141
(rozdiel 10) 151 (rozdiel 10) 161 (rozdiel 10) 171 (rozdiel 10)181 (rozdiel 10) 191

2) 99 (rozdiel 2) 101 (rozdiel 10) 111 (rozdiel 10) 121 (rozdiel 10) 131 (rozdiel 10) 141 (rozdiel 10) 151
(rozdiel 10) 161 (rozdiel 10) 171 (rozdiel 10)181 (rozdiel 10) 191 (rozdiel 11) 202

3) 898 (rozdiel 11) 909 (rozdiel 10) 919 (rozdiel 10) 929 (rozdiel 10) 939 (rozdiel 10) 949 (rozdiel 10) 959
(rozdiel 10) 969 (rozdiel 10) 979 (rozdiel 10) 989 (rozdiel 10) 999 (rozdiel 2) 1001

Kedze chceme zistit kolko najmenej rokov sa mohol pra..pradedko dozit, tak si treba uvedomit, Ze sa
pra...pradedko musel narodit v symetrickom roku. Niektori ste def narodenia neratali ako “nulté” narodeniny a
zdovodnili ste, Ze kedZe oslavoval az tie prvé, tak sa narodil rok pred symetrickym rokom. Aj tu boli oba sp6soby
spréavne, pokial' bolo vysvetlené, preCo ste sa tak rozhodli. Pri oboch postupoch su vSak tri moZnosti, kedy sa
mohol narodit. Posledné narodeniny, ktoré pra...pradedko oslavoval boli tie v symetrickom roku, teda podl'a vami
zvoleného rieSenia sa dedko mohol dozit bud’ 103, alebo 104 rokov a narodit sa bud’ v jednom z rokov
88, 99, 898, alebo 87, 98, 897.



Priklad ¢. 4 (opravoval Mojo Majdis)

Najlepsie, ¢o mbzeme spravit je skusit si zahrat zopar partii hry. Skusil som tak teda spravit aj ja. Prva
vec, ktord mi udrela do odi je, ze poslednym vitaznym tahom vzdy zoberiem posledné tri cukriky na kope.
Skutoéne, pridat na kopu jeden cukrik, aby tam nebolo ni¢, nie je mozné. A teda vyhrat mézeme len tahom "zober
tri cukriky".

Druhd skutocnost, ktord je velmi zaujimava, je takd, Ze pri niektorych kdpkach vidy vyhrd Baska a pri
niektorych vzdy D&ska. Napriklad, ked je na zadiatku Sest cukrikov, tak nech som sa snazil akokolvek, Daska
nikdy nevyhrala. Pri siedmich mala taklito smolu Baska. Ale pozor. To este neznamenad, zZe to tak je vzdy. Mohol
som len byt nedikovny hraé. Potrebovalo by to teda nejaké poriadne zddvodnenie.

Podme teda postupne skuisat rézne kdpky. Ak zadiname s jednym cukrikom, tak D&ska ma len jednu
moznost, a to pridat cukrik (rozmyslite si preo). Nasledne Baska tiez musi pridat cukrik. Na kdpke sa ocitli tri
cukriky, ktoré Daska zoberie a tym vyhrd. Pri dvoch cukrikoch musi Daska prvym tahom opét jeden pridat, tu vSak
Baska zoberie druhym tahom tri cukriky a vyhrd. Pri troch cukrikoch méZe samozrejme D&aska vyhrat bez toho,
aby pustila Basku na tah.

Trochu sa nam to skomplikuje pri Styroch cukrikoch. Tu ma totiz Daska na zaciatku dve moznosti. Ak by
prvym tahom zobrala tri cukriky, na kope by ostal jeden a vynutenymi tahmi (tak ako sme to popisali uz vyssie),
by doslo k vitazstvu Basky. Ak by véak Daska prvym tahom jeden pridala, Baska by svojim tahom tri zobrala. Tym
by na kope ostali dva cukriky, a teda D&ska by musela jeden pridat a opat by vyhrala Baska. Pri piatich cukrikoch
sa situdcia opéat trochu sprehladni. Ddska by zobrala tri, Baska by musela jeden pridat a Daska by zobrala
posledné tri. Zatial' sme teda pri$li na to, ze Daska vie vyhrat pri 1, 3 a 5 cukrikoch. Prehrava pri 2 a 4. Niektori uz
z toho vytusili nejakud pravidelnost. Ini nie a ti mdzu skdsat dalej, pokym si nie¢o nevsimnd.

Ja som si vSimol nasledovnul vec: Daska zatial vzdy vyhra pre neparny pocet cukrikov a Baska pre parny.
Bude to v$ak platit aj pre védésie pocty cukrikov? Pozrime sa na to, ¢o sa s paritou cukrikov deje pocas hry. Ak
mame pred sebou parny pocet cukrikov a tri zoberieme, ostane ndm neparny pocet (rozmyslite si preco). Takisto
ak jeden pridédme, tak sa pocet stane neparny. Naopak, ak je na kope neparny pocet cukrikov, tak &i uz tri
zoberieme, alebo jeden priddme, ostane nam parny pocet cukrikov. Takze parita sa vzdy zmeni! Na kope teda
bude na strieda¢ku parny a neparny pocet cukrikov. Striedaji sa ndm v3ak aj Daska a Baska. A teda po tahu
jednej z nich bude na kope vzdy parny pocet cukrikov a po tahu druhej neparny. KedZe vyhrava ta, po tahu ktorej
je na kope nula cukrikov a nula je parne &islo, tak vyhrava to z dievéat, po ktorej tahoch budi na kope parne
pocty cukrikov.

To vie Daska docielit tak, Ze na zaciatok da na kopu nepéarny pocet cukrikov. A nech uZ robi ¢okolvek, po
jej tahu ostane vzdy parny pocet cukrikov a po Baskinom neparny. A teda Baska nema $ancu vyhrat.

Viacerych z vds este napadlo, ¢&i v takom pripade Baska nevie vymysliet stratégiu, aby museli hrat donekonecna a
hru tym padom nikto nevyhra. Ako ste vSak poukazali, v takom pripade Daska proste vzdy ked méze zoberie tri
cukriky, a tym padom celkovy pocet cukrikov klesd (Baska méze len korigovat rychlost tohto klesania tym, ci
zoberie tri alebo pridd jeden). A po istom ¢ase uZ pocet cukrikov isto klesne na péat, alebo menej. A to uz su
pripady ktorych stratégiu sme si detailnejSie popisali vy$$ie. Daska teda zvitazi vzdy, ked’ da na zadiatok na
kopu neparny pocet cukrikov.



