JSMF ZILINA, FAKULTA RIADENIA A INFORMATIKY ZU
SEZAM, skolsky rok 2020/21, vzorové rieSenia 3. letnej série

Mili riesitelia,

spolu s tretou sériou kondi aj celd letnd cast SEZAMu. Cestovatelia Misko, Daska a Baska vdm z cielovej stanice
vSetkym dakuju za celoroc¢nl pomoc pri riesSeni ich problémov a praju pekné a pohodové leto. Tych najsikovnejsich
z véas navySe Caka letny tabor, ktory sa bude konat v dfioch 30. jdla az 8. augusta na Hutach. Pred tym, neZ sa
pustite do vyplnania navratky, si eSte precitajte tieto vzorové riesenia.

Pozorne sledujte stranku www.sezam.sk, kde budeme informovat o vietkom ddlezitom ohladom sutaze a tabora.

Za organizatorov vam vela Uspechov Zeld Martin Bachraty.

Priklad ¢ 1 (opravovali Kika Kovalcikova a Majo Kurcina)

UkéZzeme si dva spOsoby, ako sa tento priklad dal riesit. V kaZdom pripade najprv bolo treba zistit, z
kolkych zapaliek sa skladaju jednotlivé schodiska. Prvé sa sklada z 5 zapaliek: 1 je na streche a 4 su po stranach.
Kazdé dalsie schodisko vieme z predoslého vyrobit tak, Ze priddme na spodok z oboch stran po dve zapalky. Preto
ma kazdé dalSie schodisko o 4 zapalky viac ako predoslé.

Prvy spdsob rieSenia:

Najjednoduch$i spbsob, ako priklad vyriesit, je postupne od 2021 odditavat poéty zapaliek za jednotlivé
schodiska: 2021 -5-9-13-17 - 21 - atd. Toto by sme robili dovtedy, kym by sme nenarazili na zaporné
Cislo. PocCet odcitanych Cisel by bol pocet postavanych schodisk.

Druhy spdsob rieSenia:

Oznaéme si n ako pocet schodisk, ktoré sa ndm podarilo postavit celé, a podme zistit, kolko zapaliek sme

na to minuli. Vyuzijeme pri tom fakt, Ze kazdé schodisko je o 4 zapalky véacsie ako to predoslé:
L+4D)+1+42)+ (1L +43)+ (1L +44) +(1L+45 +(L+46)+..+(1+4n) <2021
Pocet zatvoriek je n, teda aj sucet jednotiek na zaciatku zatvoriek je n. Potom vyjmeme Cislo 4, ktoré sa nachadza
v kazdej zatvorke:
n+(41)+ @42)+(43)+@44)+ 45 +(46)+..+@n)=n+4-(1+2+3+4+5+..+n) <2021

Ako zistime sucet Cisel od 1 do n? Zoberme si tito postupnost, potom si ju zoberme este raz v opaénom poradi,
a sCitajme ich navzajom:

1 + 2 + 3 + + (n-2) + (n-1) + n
n + (n-1) + (n-2) + + 3 + 2 + 1
(n+1) + (n+1) + (n+1) + + (n+1) + (n+1) + (n+1)

Vo vysledku médme n séitancov, teda n - (n + 1). Toto este treba vydelit dvomi, lebo postupnost od 1 do n
sme zobrali dva krat. Takze 1 +2+3+4+5+..+n=n-(n+ 1)/ 2. Dosadme si to do nerovnice, ktoru
mame vyssie a upravme ju na jednoduchsi tvar:

n+4-(1+2+3+4+5+..+n)=n+4-n-(n+1)/2=<2021
2n2 + 3n < 2021

Vznikla ndm kvadratickd nerovnica, ktord ste sa mozno v $kole este neudili poditat, ale to nds hadam
nezastavi @ Hladdme najvacsie prirodzené ¢islo n, ktoré by do nej sedelo. Clen 2n2? bude va&si ako 3n, preto 3n
mébzeme zanedbat a nerovnicu si zjednodusime:

2n2 < 2021
n < 31,788

Nade hladané &islo n bude mensie alebo rovné ako 31. MéZeme si ho dosadit do pdvodnej nerovnice
2n2 + 3n < 2021 . Ak bude sediet, tak sme nasli nade &islo n, a ak nebude sediet, treba vyskusat mensie Cisla,
teda 30 alebo menej. Po dosadeni ndam vyjde 2:312 + 3:31 = 2015. Podari sa ndm postavit 31 celych schodisk,
minieme na to 2015 zapaliek, a eSte ndm zostane 6 zapaliek na zacatie 32-hého schodiska. A na ktorej Grovni
bude hlavi¢ka poslednej zapalky? To uz si vieme aj nakreslit:

— 1
| 0

Dokopy sa nam podari postavit 31 celych schodisk, a v nedokonéenom 32-hom schodisku bude posledna
zapalka na Urovni 3.



Priklad ¢ 2 (opravovala Ivka Hrivova)

Pozrime sa najskor na pocet guli v nasej kocke. Gula je v kazdom vrchole, tych je 8, v strede kazdej hrany
a hran je 12, v strede kazdej steny, tych je 6, a jedna gula je este v strede samotnej kocky. Preto pocet vSetkych
guliv kockeje 8 + 12 + 6 + 1 = 27.

Nasou dalSou Ulohou je zistit, kolko trojic gul' v kocke lezi na jednej priamke. Popisme si najskér, ako
vSetky tieto trojice vyzerajl, a nasledne zratame kolko ich v kocke mame. Rozdelme si gule na 4 typy podla toho,
kde sa nachadzaju - hranové (v strede hrany), vrcholové (vo vrchole), stenové (v strede steny) a strednu (v
strede kocky). DoéleZitym pozorovanim v tejto Ulohe je to, Ze vyhovujlce trojice gul maju vzdy zaciato¢nu
a koncovu gulu rovnakého typu a strednl iného (ked si prejdete vsSetky moznosti, v ktorych to tak nie je
a nakreslite si pre kazda tito moznost jednu taku trojicu, nikdy nebude leZat na jednej priamke, a kedZe kocka je
vysoko symetricky objekt, ked na jednej priamke neleZi jedna trojica gul konkrétnych typov, nebude na nej lezat
Ziadna taka trojica).

Prejdime preto vSetky moznosti, ako dana trojica gul' mdZe vyzerat a pre kazdu z tychto moznosti zratame,
kolko tychto konkrétnych trojic gul leziacich na jednej priamke v kocke mame:

1. Krajné si hranové, v strede vrcholova - Ziadna takato trojica nelezi na priamke — 0 moznosti
2. Krajné sa hranové, v strede stenova - v jednej stene mame takéto trojice 2, Ziadna z tychto trojic
nelezi v dvoch stenach naraz a preto ich pocet bude 2 - (pocet stien) = 2 - 6 = 12 mozZnosti
3. Krajné s hranové a v strede je stredna gul'a - je ich tolko ako je dvojic hran stredovo siumernych
podla stredu kocky, teda 12 : 2 = 6 moznosti
4. Krajné su vrcholové, v strede je stredna gul'a - ide o telesové uhlopriecky a tie su 4
5. Krajné su vrcholové, v strede stenova - v tomto pripade ide o stenové uhlopriecky, v kazdej stene su
2 a Ziadna uhlopriecka nelezi v dvoch stenach naraz, takze mame 6 - 2 = 12 mozZnosti
6. Krajné su vrcholové, v strede je hranova - tieto trojice vzdy lezia na niektorej hrane kocky, teda ich
pocet je celkovy pocet hran, ¢o je 12 moznosti
7. Krajné si stenové, v strede hranova - Ziadna takato trojica nelezi na jednej priamke - 0 moznosti
Krajné su stenové, v strede vrcholova - rovnako 0 moznosti
9. Krajné su stenové, v strede je stredna - pocet moznosti v tomto pripade je pocet dvojic protilahlych
stien kocky, takze dostdvame 3 moznosti

®

Strednd kocka je iba jedna, teda na oboch krajoch byt neméZe. Iné trojice neprichddzajui do Uvahy a preto
celkovy pocet trojic gul' leziacich na jednej priamke je 12 + 6 + 4 + 12 + 12 + 3 = 49.



Priklad ¢. 3 (opravoval Jozo Rajnik)

Na zadiatku sa pozrieme na druhu Glohu, nakolko ta bola jednoduchs$ia. Tu ndm stadi vyskusat si niekolko
spbsobov, ako sa dali kamienky menit. Ak Daska odovzda panej postupne po jednom kamienku s kazdej farby, tak
dostane z kazdej farby po tri kamienky. A to je neparny pocet.

cervené zIté modré zelené
Na zaciatku 1 1 1 1
Po 1. vymene 0 2 2 2
Po 2. vymene 1 1 3 3
Po 3. vymene 2 2 2 4
Po 4. vymene 3 3 3 3

Zodpovedat na prvu otdzku bolo nadroénejsie. Mnohi z vas pridli na to, Ze tito Ulohu Daska nevie spinit. Tu
ndm vsak nestadi iba skisat. UkdZzeme si dva spOsoby, ako sa prva Uloha dala vysvetlit. Oba spdsoby boli
zastUpené v priblizne rovnakom pocte, no nie kazdy ste mali svoj sp6sob rovnako dobre vysvetleny.

Prvy spbsob riesenia:

Kazdou vymenou odovzda Daska jeden kamienok a dostane tri nové. Celkovo jej tak pribudnl dva
kamienky. Na zaciatku ma spolu 4 kamienky, teda dalSie pocty jej kamienkov budul postupne 6, 8, 10, 12, 14, 16,
18, ... Aby mala na kazdej képke rovnaky pocet kamienkov, tak jej celkovy pocet kamienkov musi byt delitelny
Styrmi. To sa stane po kazdej parnej vymene.

Taktiez sa mbdzeme pozriet na poéty kamienkov jednotlivych farieb. Na zadiatku ma Déska z kazdého
kamienku po jednom, ¢o je neparny pocet. Pri jednej vymene jej pre kazdu farbu bud pribudne, alebo odbudne
jeden kamienok. V oboch pripadoch sa tak zmeni pocet kamienkov z parneho na neparny alebo naopak. Teda po
prvej vymene bude mat Daska z kazdej farby parny pocet kamienkov. Po druhej vymene bude mat opét neparny
podet kamienkov z kaZzdej farby. A takto sa to bude striedat. Teda parne poéty kamienkov bude mat vidy po
kazdej neparnej vymene. Tieto nase zistenie najdete aj v nasledujlcej tabulke.

cervené ZIté modré zelené spolu
Na zaciatku neparny neparny neparny neparny 4
Po 1. vymene parny parny parny parny 6
Po 2. vymene neparny neparny neparny neparny 8
Po 3. vymene parny parny parny parny 10
Po 4. vymene neparny neparny neparny neparny 12
Po 5. vymene parny parny parny parny 14
Po 6. vymene neparny neparny neparny neparny 16

To je ale problém. Ked bude mat Daska z kazdej farby parny pocet kamienkov, tak celkovy podet
kamienkov nebude delitelny $tyrmi. Preto nemdze mat z kazdej farby rovnaky podcet, ktory je parny.

Prvy spdsob riedenia:

Daska chce mat z kazdej farby rovnako vela kamienkov. Preto nam pride celkom logické, Zze Daska musi
odovzdat z kazdej farby rovnaky pocet kamienkov. Predo to ale tak je? Co ak by odovzdala viac &ervenych ako
Zltych kamienkov? Zvysné dve farby, modra a zelena, nas teraz nezaujimaju. Kazda ich vymena nam da jeden
cerveny a jeden zlty kamienok. Daska odovzda celkovo viac Cervenych kamienkov ako Zltych. Od pani v stanku
dostane naspat ¢erveny kamienok za kazdy zlty, ¢o odovzdala. Podobne dostane naspat zlty kamienok za kazdy
gerveny, ¢o odovzdala. To ale znemend, Ze naspéat dostane menej &ervenych ako Zltych kamienkov. Celkovo tak
¢ervenych viac stratila a menej ziskala. Preto bude mat po tychto vymenach menej ¢ervenych kamienkov ako
ZItych. Tato Gvaha plati aj pre zvysné dvojice farieb. Preto musi Daska odovzdat z kazdej farby rovnaky pocet
kamienkov.

Co to vSak znamenad? Vysledné pocty kamienkov zavisia iba od toho, kolko kamienkov Déaska z
jednotlivych farieb vymenila. Nezavisia od poradia, v ktorom kamienky vymienala. Preto si jej vymeny mbdzeme
rozdelit do niekolkych sérii. V kazdej sérii vymeni Daska z kazdej farby jeden kamienok. Tak pre kazdu farbu o
jeden kamienok pride a tri ziska. Celkovo jej po jednej sérii vymen pribudni dva kamienky z kazdej farby. Avsak
Daska zadina s neparnym poctom kamienkov z kaZdej farby. Preto nevie priddvanim dvoch kamienkov dostat
parne pocty kamienkov.



Priklad ¢ 4 (opravoval Hynek Bachraty)

Ked sme tento priklad vybrali do poslednej série, mali sme trochu obavy, ¢i a ako sa vdm ho podarilo
zvladnut. Teraz uz vieme, Ze ste ho takmer vsetci vyrieSili. A navyse skoro kazdy inym a origindlnym spdsobom.
Vzorové rieSenie je preto len jednym z moZnych, snaZil som sa vybrat kratke a jednoduché.

V prvom rade sa zamyslime nad zadanim. Zo symetrie prekrytia zhodnych obdlznikovych listkov sa da
usudit, Ze vdetky Styri biele trojuholniky si zhodné. (D& sa to aj fahko odévodnit: urcite maji zhodnl stranu
zodpovedajucu kratSej strane obdlznika, zhodny pravy uhol a potom eSte zhodné dvojice striedavych alebo
vrcholovych uhlov. Ti, ktori toto dokazali poriadne a podrobne, maju pochvalu.) Z toho vyplyvaju dve dolezité

veci: plocha kazdého trojuholnika si 3/16 plochy celého obdiZznika, a $edd prekrytd cast je kososdtvorec s
rovankymi stranami.

Ked' si trojuholniky trochy preusporiadame, vidime, Ze obdiZnik ABCD ma dokopy plochu 6/16 a ABEF
10/16 z plochy velkého obdlznika. Preto je aj Usecka DF bodom A rozdelena v pomere 6:10.
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To vyuzijeme pre zaverceny vypocet v pravouhlom trOJuhoInlku ACD. Najskor si v nom ¢o najjedoduchsie
oznacim Jeho strany. O kratseJ strane obdiZnika powem 7e ma dizku 1. (To samozrejme nemusi byt pravda, ak by
to mal byt napr. 1cm. Ale mdzem povedat, Ze ja mam taku Specialnu dizkovi mieru, Zze v nej to je 1. Alebo si
obrazok zvadsit tak, aby to naozaj 1cm bol. A ak by som su tato dlzku oznadil pl'smenom, priklad by sa dopocital
velmi podobne, len trochu zlozitejSie.) Pomer 6:10, v ktorom je rozdelena dlhSia strana obdlznika DF, som
zachytil v oznaceni jej Casti 6x a 10x. (Celad strana je teda 16x, a ked budem poznat x, budem poznat aj jej
dlzku.) A kedZe prekryta cast je kosostvorec, 10x ma aj strana AC.

Teraz nam uz naozaj staci Pytagorova veta. Podla nej (10x)? = (6x)* + 1%, z toho 100x? = 36x? + 1,
potom 64x2 = 1 , x?2 = 1/64 a x = 1/8. Dlhsia strana obdlZnikového listka je preto dlha 16x = 2, takze pomer
jeho stran je 2:1.



