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Uloha é&. 1 (opravoval Milos Micik)

Ked sa pozrieme na symbol v zadani tak vidime, Ze v symbole uz mame tri kordlky, z ktorych
vychadzaju tri Spagatiky. KedZe zo symbolu Spagatiky nemdzeme odstrafiovat, na kazdej z koralok budu
uviazané aspon tri Spagatiky.

KedZe chceme Spagatikov o najmenej, pozrime sa na pripad,
kedy budu na kazdej koralke uviazané presne tri Spagatiky. Z obrazka
vieme vycitat, kolko Spagatikov chyba kaZzdej koralke. Teraz vidime,
ze koralke F potrebujeme pridat este dva Spagatiky. Nakolko
nemoOzeme spajat koralku samu so sebou, musime ju spojit s
kordlkami A a E. Avsak koralky E a F uZ spojené su, a teda tato moznost
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mala kazda prave tri Spagaty.

Pozrime sa teda na pripad, kedy maju vSetky koralky Styri
uviazané Spagatiky. Ak sa velmi dobre zamyslime, méZeme prist na
to, Ze ak mame Sest kordlok, a na kazdej maju byt uviazané Styri
Spagatiky, budeme mat dokopy v symbole dvanast Spagatikov.
Budeme mat 6 - 4 = 24 koncov Spagatikov, no a kazdy Spagatik ma dva
konce, Cize mame 24 : 2 = 12 Spagatikov. Nezalezi teda na tom, ako
kordlky pospajame, budeme mat vidy presne 12 Spagétikov. No a
kedZe v pévodnom symbole ich bolo sedem, budeme ich musiet
doplnit pat.

Vediet toto ndm vsak nestadi. Zatial vieme iba to, Ze ak sa
koralky daju nejak pospajat tak, aby mala kazda o seba uviazané styri
$pagatiky, musime ich pridat pat. Avsak nevieme, ¢i sa to naozaj tak
pospajat da. Réznymi spdsobmi, ¢i uz ndhodnym skusanim alebo
postupnym vyluéovanim vieme najst aspon jedno rieSenie. Jedno také
je na obrazku vpravo.

Ak by sme si vSak neuvedomili, Ze Spagatikov treba pridat vidy pat, nestadi nam najst iba jedno
rieSenie. Nemdzeme iba na zaklade jedného prikladu tvrdit, Ze ich bude vzdy pat. Musime to aj nejak dokazat.
V tejto Ulohe sme mali dve moznosti — bud'to dokaZzeme spocitanim koncov Spagatikov, alebo najdeme vsetky
moznosti, ako koralky pospajat (a zarover dokazeme, Zze sme nasli vSetky). VSetky mozZnosti sa dalo najst
pomerne lahko, museli sme si vSak dat velky pozor na to, aby sme nejaki moznost nezabudli preskiumat.

Velmi nam vedeli pomdct koralky D a F. Kordlka D bola uZ od zadiatku spojend s tromi koralkami —
vedeli by sme ju teda spojit iba s koralkou A alebo F. Lahko prideme na to, Ze ak spojime D — A, budeme
musiet spojit A—F, B— C a na konci ndm ostane kordlka E, ktorej chybaju dva Spagatiky, a nemame ju s ¢im
spojit. Musime teda spojit D - F.

Potom nam pre koralku A ostavaju uz iba koralky E a F. No a na konci nam ostavaju iba dve moznosti,
a to spojit koralku C—F a B—E, alebo naopak, B — F a C— E. Takto sme presli cez vietky moZnosti, ako sa dali
kordlky pospajat nasli sme dve rieSenia a potvrdili sme, Ze najmenej ndm staci do symbolu pridat pat
Spagatikov.



Uloha é. 2 (opravoval Peto Novotny)

Uvodné pozndmky: Tato uloha bola pomerne naro¢na kvdli tomu, Ze rezat sa da nekonecne vela
spbsobmi a neexistuje univerzalny postup, ako rieSenie najst. Vyzaduje to isti davku intuicie a nebat sa
experimentovat s réznymi tvarmi. Nastastie existuje rieSenie pre 5 Casti aj pre 4 €asti, takZe ich stadi ndjst.
(Dokazovat, Ze sa to nedd, by bolo ovela narocnejSie.) Nemusime ani ndjst vSetky mozné riesenia, kedze
zadanie sa pyta len na to, i sa to da.

Aviak v druhej ¢asti zadania chceme este navyse zistit, ¢i vysledné dva obdizniky budu rovnaké alebo
rézne. Aby sme na toto spravne odpovedali, nestaci najst jedno rieSenie so 4 castami, jedno rieSenie
s 5 ¢astami a porovnat, ¢i st obdizniky rovnaké. Nemame totiz istotu, Ze sme nasli tie isté rie$enia ako Rowan
s Berntom. Ak nam teda vyjdu rovnaké obdlZniky, potrebujeme:

a) bud dokazat, Ze pri kazdom moznom rieSeni budd rovnaké,
b) alebo najst este dalsie riesSenie s odliSnym obdlznikom, z ¢oho bude vyplyvat, Ze obdlZzniky mézu byt
aj rovnaké, aj rozne.

Nastastie sa da spravit b), teda sa vyhneme dokazovaniu z a).

Riesenie: NajCastejSie sa vyskytujuce riesenie s 5 ¢astami (objavilo ho 23 N As M
rieitelov) Je uvedené na prvom obréazku. Styri svetlosivé trojuholni¢ky sa po Aer‘A4
odrezani presunt do tmavosivych trojuholnickov, biely Sestuholnik ostane na
mieste.

Aj ked sa nam (najmé, ak rysujeme presne) mdze zdat jasné, Ze takto As As
vznikol obdlZnik, musime to e$te zddvodnit. Je zrejmé, ze odrezané trojuholnicky
presne priliehaju k stranam bieleho 6-uholnika (lebo pravidelny 8-uholnik ma
vsetky strany rovnako dlhé). Taktiez pravost uhlov pri vrcholoch K, L, M, N As. EA2
netreba zdovodnovat, kedZe vyplyva ztoho, Ze odrezané trojuholni¢ky su
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pravouhlé (lebo su to polovice rovhoramennych trojuholnikov A2A3As a AsA7As). A

Nie je ale zrejmé, Ze body K, A1, L leZia na jednej priamke a podobne to nie je zrejmé pre ostatné tri
useky LAAsM, MAsN a NAcAsK. Teda nie je zrejmé, Ze vysledny Utvar je naozaj 4-uholnik a nie 10-uholnik.
Vdaka symetrickosti staci vysvetlit, preco stéet uhlov vo vyslednom utvare pri bodoch A; aj Az je 180° (na
obrazku zvyraznené oblucikmi).

V pravidelnom 8-uholniku je pri kazdom vrchole uhol velkosti 135° (skuste sami vysvetlit, preco).
Preto odrezané pravouhlé trojuholnicky maju pri prepone vacsi uhol s velkostou 135°:2 = 67,5° a mensi
s velkostou 90° - 67,5° = 22,5°. Pri bode A; su teda naskladané uhly so su¢tom 22,5° + 135° + 22,5° = 180°.
Pri bode A; ma uhol A1AA4 velkost 135°—22,5° = 112,5° a teda dokopy aj tu mame 112,5° + 67,5° = 180°.

RieSenie so 4 ¢astami sa podarilo objavit len 9 riesitelom. /
Vsetci pritom nasli také isté rieSenie a ani my iné nepozname (je
teda dost moiné, Ze iné ani neexistuje — ale dokazovat to
nemusime). Znazornené je na druhom obrazku.

V tomto pripade potrebujeme zdévodnit, Ze vo vnutornych
bodoch sa uhly naskladaju presne na 360° (t.j. pri priliehajucich
Castiach nebude medzera ani prekryvanie) a vo vrcholoch na 90°. \
Nemusime vSak pocitat Ziadne nové uhly, lebo vietky sme uz pocitali na predoslom obrazku: Vo vnatornych
bodoch mame 112,5°+ 112,5° + 135° = 360° a vo vrcholoch 135°: 2 + 22,5° = 90°,

Rozmery vysledného obdiZnika st v oboch pripadoch rovnaké — dlhsia strana ma rovnaku dizku ako
je vzdialenost dvoch protilahlych vrcholov pdvodného 8-uholnika a kratia strana ma rovnaku dizku ako
usecka A2As na prvom obrazku.



V kontexte Gvodnych poznamok uvedme este dalsie riesenia s 5 ¢astami (s ciefom vytvorit obdlznik
s inymi rozmermi ako v predoslych dvoch pripadoch). Nebudeme uZ pri nich zdévodnovat, Ze vysledné utvary
s naozaj obdlzniky — to nechavame ako cvicenie pre Citatelov.

Bystrému riesitelovi urlite napadne, Ze ked mame riesSenie so 4 ¢astami, vieme z neho vytvorit
nekonecne vela réznych rieSeni s 5 ¢astami: Staci hociktoru zo 4 ¢asti rozrezat [ubovolnym spésobom na dve
Casti a vo vysledku ich k sebe zasa prilozit. Tym samozrejme dostaneme obdlZznik s rovhakymi rozmermi ako
pri rieSeni so 4 ¢astami.

Lia Potankova objavila rieSenie uvedené na tretom obrazku.

Pri lom vznikne obdiZnik srovnakymi rozmermi ako v doteraz
uvedenych rieseniach. —

Trom rieSitelom (Matej Cisko, Alexandra Kl¢ova a Daniel
Ondov¢ik) sa podarilo najst riesenie zo Stvrtého obrazka. Pri iom uz
st rozmery obdiZnika iné ako v doterajsich rieeniach. Pri
tomto rieSeni musime dovolit jednotlivé diely stola prevracat
na opacnu stranu (to by nemusel byt problém, ak doska stola
nema z vrchnej strany nejaky iny povrch ako zospodu; v zadani
sme otacanie explicitne nezakazali).

Daldie rieSenie sinym rozmermi abez potreby
prevracania dielov nam poslal Igor Vargovic (piaty obrazok).

Napokon spomerime, Ze existuje aj rieSenie, pri
ktorom vznikne Stvorec (nechavame na kazdého rozhodnut —*
sa, & $tvorec patri medzi obdiZniky ateda & by sa takéto
rieSenie malo uznat). Zvedavci ho najdu na internetovej
adrese https://www.cs.purdue.edu/homes/gnf/book.html.
Pri fiom je vSak trochu zlozitejsie urcit, ako presne treba rezat, aby k sebe diely naozaj pasovali.

Uloha é&. 3 (opravovala Kika Duracikovd)

Podme najprv zistit, kolko podani rik sa mohlo odohrat. Ak by boli organizatori len dvaja, bolo by 1
podanie. Ak by k nim prisiel treti, podal by si ruku s obidvoma, takZze podani by bolo dokopy 2 + 1. Ak ba sa
k nim pridal stvrty organizator, este by si navysSe podal ruku s pévodnymi tromi — podani by bolo 3 + 2 + 1.
Takto sa da pokracovat dalej, ak by bolo n organizatorov, spolu by si podali ruku (n-1) + (n-2) + ... + 2 + 1 krat.

Tu je niekolko prvych moznosti:

Pocet organizatorov 2(3(4|5|6|7|8|9]|10|11|12|13 |14 | 15

Pocet podani rak 1|13 |6|10|15|2128|36|45|55|66| 78|91 | 105

Pod'me sa pozriet, ktoré ¢islo zo spodného riadku vyhovuje podmienkam zo zadania.

1) Toto ¢islo ma aspori 3 delitele — m6Zzeme vyhodit ¢isla 1 a 3.

2) Sucet delitelov je mensi ako 100 — medzi delitele Cisla patri aj ¢islo samotné, teda Cislo 105 urcite
nebude splfiat tito podmienku. Vdaka tejto podmienke nemusime skiimat poet organizatorov viac
ako 15, lebo pocet podani ruk by bol isto viac ako 100.

3) Sucin delitelov je neparny — teda ¢islo nemoze mat Ziadneho parneho delitela. Medzi delitelov patri
aj samotné Cislo, takze mbézeme vyhodit vSetky parne ¢isla.



Zostali nam disla 15, 21, 45, 55 a 91. Podme sa vratit ku druhej podmienke a skontrolovat, ¢i sucet ich
delitelov bude mensi ako 100:

15 ma delitelov 1, 3, 5 a 15. Ich sucet je 24. 21 ma delitelov 1, 3, 7 a 21. Ich sucet je 32.
45 ma delitefov 1, 3, 5, 9, 15 a 45. Ich sucet je 78. 55 ma delitelov 1, 5, 11 a 55. Ich sucet je 72.
91 ma delitelov 1, 7, 13 a 91. Ich sucet je 112. To uZ je moc vela, viac ako 100.

Cisla 15, 21, 45 a 55 splfiaju podmienky zo zadania, preto poéet organizatorov mohol byt 6, 7, 10
alebo 11.

Uloha é. 4 (opravoval Hynek Bachraty)

Vyriesit Glohu o zacierneni har-kocky a ste-kocky vobec nebolo fahké, a pochvalu maju vsetci, ktori sa
do toho pustili.

Tazsim problémom bola hra-kocka, a preto za¢neme fou. Vietci ste spravne prisli na to, ze celd na
Cierno sa prefarbit neda. Rozdiel ale bol vtom, ako presne a uUplne sa vam to podarilo vysvetlit. To je
komplikované preto, Ze zdbévodnit treba, Ze sa to nikdy nepodari. Ktomu treba ndjst avyuZit vhodny
vseobecny princip, nestaci popisat alebo vylucit len niektoré postupy. TieZ bolo treba spravne prepojit popis
toho, aka je kocka na zaciatku, akd ma byt na konci, a ako to suvisi s povolenym tukanim na hrany. Ale viaceri
to zvladli tak dobre, Ze v podstate len zopakujem vas postup. Na zaciatku md kocka 3 Cierne (a 3 biele) steny,
¢o je neparny pocet. Na konci ma byt 6 ciernych (a 0 bielych), o st parne pocty. Zmenit farbu teda potrebuje
neparny pocet Ciernych (aj bielych) stien.

D3 sa to alebo nie? Pozor, tukat mbéZzem kolko krat chcem, po réznych kombinaciach hran, moznosti
je velmi (alebo nekonecne?) vela. Jedna ddlezZita vec sa ale pri kazdom zatukani meni rovnako, a to je parita
celkového poctu Ciernych a celkového poctu bielych stien. Ak totiz tuknem na hranu, spajajucu ¢iernu a bielu
stenu, tie si svoje farby len ,prehodia”, a teda nie len parita, ale aj pocet Ciernych a bielych stien zostane
rovnaky. Ak tuknem na hranu spajajuci dve biele steny, obe sa zmenia na Cierne. Pocet Ciernych stien sa tak
0 2 zvacsi (a bielych o 2 zmensi), ale nezmeni sa z parneho na neparny alebo naopak. A v principe to isté plati,
ak tuknem na hranu ktora spaja dve Cierne steny. Obe sa zmenia na biele, a teda pocet ¢iernych sa o 2 zmensi
(a bielych o dve zvacsi) takze zostane rovnako parny alebo neparny, ako bol pred tym. A tym je zdévodnenie
kompletné. Na zaciatku ma kocka neparny pocet (tri) Cierne steny, a kedZe kazdym klepnutim ich paritu
nezmenim, nikdy sa nemdzem prepracovat k celej ¢iernej kocke, ktord ma parny pocet (6) Ciernych stien.
(Inak povedané, kedZe na zaciatku mame 3 Cierne steny a po kazdom tuknuti ich pocet zostane rovnaky,
alebo dve pribudnu, alebo dve ubudnu. Nech teda tukam kdekolvek a akokolvek dlho, stale sa bude na kocke
striedat len pocet 1, 3, 5 ¢iernych kociek, a nikdy nie 6.)

Ste-kocka bola jednoduchsi problém, pretozZe ta zaciernit ide. Dali sa k tomu vyuZit aj podobné Gvahy
o parite, neboli ale Uplne potrebné. Po troche rozmyslania sa dali najst tri spravne tuky, bolo len treba jasne
znazornit, Ze kocka je po nich naozaj celd Cierna. To sa dalo dobre napriklad obrazkom siete kocky, ale aj
tabulkou alebo len pocitanim farieb stien. Na zaciatku ma ste-kocka 3 Cierne a 3 biele steny. Prvy tuk moze
byt na fubovolnej Ciernej stene. T4 Cierna zostane a na Ciernu sa zmenia aj 3 biele, zvy3né 2 biele sa zmenia
na 2 Cierne. Po prvom tuku tak ma kocka 4 Cierne a 2 biele steny. Teraz tuknem na fubovolnu bielu stenu. Ta
zostane biela, a pribudnt 4 z ¢iernej na bielu zmenené steny. Len zvysna biela sa zmeni na 1 ciernu. Celkovo
teda po druhom tuku mame 5 bielych a 1 ¢iernu stenu. Treti tuk na tuto jedinu ¢iernu prefarbenie ste-kocky
dokonci.



