JSMF ZILINA, FAKULTA RIADENIA A INFORMATIKY ZU, GYMNAZIUM VELKA OKRUZNA ZILINA
SEZAM, skolsky rok 2007/08, vzorové riesenia 1. letnej série

Mili riesitelia,
zdd sa, Ze detektivka o bystrej Alici, Sherlockovi Holmesovi a jeho priatelovi Watsonovi sa ¢oraz viac zamotdva. Nasi
detektivy sa stretdvajl s ¢oraz taz§imi (hlavne matematickymi) orieSkami. Sme radi, ze ste sa s nimi dokazali popasovat.
Ako to zatial vyzerd, to lahko zistite z poradia. Predtym neZ sa pustite do novych (loh druhej série si preditajte tieto
vzorové rieSenia. Dozviete sa, ako sa dali Glohy rieSit, a nabudlce podobné Glohy zvladnete lepsie.
Ak mate spoluziaka alebo kamarata, ktory by takisto mohol riesit SEZAM, pozi¢ajte mu svoje zadania druhej série, nech
sa nad Ulohami zamysli aj on. Ak sa mu bude darit, pozveme aj jeho na letny tabor, ktory sa uskutoéni od 8. do 17.
augusta. A pozor, po dlhych rokoch menime miesto nasich letnych tdborov. Toto leto sa na vas teSime v Lome nad
Rimavicou blizko Detvy.
ESte mala prosba, skontrolujte si v poradi vase tdaje. Ak by tam boli nejaké chyby, dajte ndm to spolu s druhou sériou
vediet. Pokial niektoré Gidaje chybaji, treba poriadne vypiﬁat' hlavi¢ku. Nezabudnite, Ze vSetko o SEZAMe néjdete aj na
WWW.sezam. sk.

Za organizatorov vam vela Gspechov Zeld Michal Prusék.

) 1. priklad (opravoval Miro a Didi Hudec)

F K E V kazdej geometrickej tlohe sa najskor oplati nakreslit si obrazok. Osemuholnik si
oznac¢ime ako ABCDEFGH, S bude jeho stred. Body I, J, K, L sa stredy useciek
AB, BE, EF, FA. Teraz do obrazka dokreslime ¢iary, ktorymi rozdelime fialovi ¢ast na

G D osem trojuholnikov. Oznacime si ich ¢islami 1,2, ..., 8. Tieto trojuholniky st rovnaké
(zhodné podla vety sus). St totiz pravouhlé, dizky |AL| = |IS| = |BJ| = |EJ| =
|KS| = |FL| sa rovnaju a aj dlzky |AI| = |BI| = |LS| = |JS| = |FK| = |EK]| sa

H C  rovnaju.

Keby sme pospéjali vsetky vrcholy osemuholnika so stredom, vytvorili by sme osem
rovnakych rovnoramennych trojuholnikov (veta sss o zhodnosti trojuholnikov). Dva
z nich su trojuholniky ABS a EF'S, preto je ich obsah rovny 2/8 obsahu celého osemu-
holnika. Tieto dva trojuholniky st ,poskladané“ z casti 1, 2, 5 a 6, takze obsah Styroch fialovych casti st 2/8 obsahu
celého osemuholnika. Obsah vSetkych 6smich fialovych ¢asti potom tvori 4/8 = 1/2 obsahu celého ocka. Striebro
musi tvorit druhii polovicu o¢ka. TakZe obsah fialovej ametystovej ¢asti je rovnaky ako obsah striebornej
Casti (inak povedané plocha ametystu je 1-krat viic¢sia ako plocha striebra).
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g
= 2. priklad (opravoval Ondro Mikulds)
V prvom rade si treba uvedomit, ze kazdy agent niekoho sleduje a je niekym sledovany. Pustime sa do prvej ¢asti
ulohy so siedmimi agentmi. Prvy agent sleduje agenta, ktory sleduje agenta 2 (budeme pisat iba 2 namiesto 002),
teda prvy agent nemoze sledovat agenta 2. To znamenad, Ze agent 1 mdZe sledovat agentov 3, 4, 5, 6 alebo 7. Overenim
vSetkych piatich moznosti by sme sa dopracovali k rieSeniu (vyskasajte si to).

My si ale ukadzeme nieco lepsie. Vieme, zZe agenti sa navzajom sleduji takto:

=17 =2 —

sipka symbolizuje smer sledovania. UkaZeme si, Ze vSetci agenti musia byt v jednom ,sledovacom kruhu®.
Na to nam staci ukézat, Ze agent 1 je v kruhu s kazdym z ostatnych agentov. V kruhu agenta 1 je urcite agent 2,
pretoZze agent 1 sleduje agenta, ktory sleduje agenta 2. Potom je tam aj agent 3, kedZze agent 2 sleduje toho, kto
sleduje agenta 3. Podobne moézeme postupovat dalej a vidime, Ze v kruhu agenta 1 st naozaj vSetci agenti.
Skisme vyplnif tento kruh. Za¢nime od agenta 1. Potom agent 2 je o dve miesta vpravo od agenta 1, agent 3 o dve
miesta napravo od agenta 2 a tak dalej:

1 -7—-2—-7—-3->7—4

Za agentom 4 musi ist agent 1, pretoze spolu s ,,vynechanymi“ agentmi sme uz pouzili vSetkych siedmich. Takze
pokrac¢ujeme odznova, agent 4 sleduje toho, kto sleduje agenta 5. To musi byt agent 1. Za zvysné otdzniky doplnime
agentov 6 a 7 takto:

1 -5—-2—-6—-3—-7—4



Toto je jediny moZny spdsob, ako sa siedmi agenti modzu sledovat (inak sa to vyplnit nedalo).
Podme teraz na druhu ¢ast tlohy. Rovnakym spdsobom ako pri siedmich agentoch vieme ukazat, Ze vSetci dsmi
agenti st v jednom kruhu. Opif mozeme skusit zacat od agenta 1 vypliiat kruh:

1 =-7—-2—-7—3-=7—4->7

Pouzili sme spolu s ,,vynechanymi“ agentmi vSetkych 6smich, takze z posledného otéaznika ide sipka na agenta 1.
Ale na tomto mieste mé byt agent 5. Totiz agent 4 sleduje toho agenta, ktory sleduje agenta ¢islo 5. Vidime, zZe
dvaja agenti by museli byt na tom istom mieste v kruhu. Ale to sa nemdze stat, osem agentov sa tymto
spésobom neméZe navzajom sledovat.

“® 3. priklad (opravoval Mato a Ajka Bachrati)
Najskér sa trochu lepsie pozrime na nase tri podmienky. Prva hovori: ,Kazda pokladnica mé tvar kvadra, pricom
dlzka kazdej hrany vyjadrena v decimetroch je prirodzené &slo od 1 do 10.“ Takze ako dlzky stran budeme pouzivat
¢isla od 1 do 10. Pokladnica mézZe byt aj kocka, ktord je Specidlny kvader.

Druhé hovori: ,,Obsah ziadnej steny kvadra nie je prvocislo.“ Medzi ¢islami od 1 do 10 méme Styri prvocisla 2, 3, 5
a 7. Jednotka sa medzi prvocéisla nerata, pretoze mé len jediného delitela (samu seba). Aby bol obsah steny kvadra
prvodéislo, musi byt jedna hrana jednotka a jedna prvocislo, inak by bol ich stéin zlozené ¢islo. Takze v rozmeroch
nasich kvadrov nemozu maf dve hrany zaroveii dlzku 1a2,1a 3,1 a5 alebo 1 a 7.

Tretia hovori: ,,Ziadne dve pokladnice nemaji rovnaké rozmery, bez ohladu na to, kde sa pokladnica otvara.“ Takze
si potrebujeme daf pozor na to, aby sme do celkového poctu pokladnic nezaratali dve ,rovnaké*, napriklad 2 x 3 x 1
aj 3 x 1 x 2. To moézeme spravit napriklad tak, ze si budeme pisat rozmery pokladnice od najmensieho po najvicsi.
Takze v nasom priklade namiesto 2 x 3 x 1 aj namiesto 3 x 1 X 2 napiSeme 1 x 2 x 3.

Teraz si skisme vypisat, ako budi vyzerat povolené rozmery pokladnic s najmensou stranou dlhou jeden decimeter:

Ix1x1 1x1Ix4 1x1x6 1x1x8 1x1x9 1x1x10
I1x4x4 1x4x6 1x4x8 1x4x9 1x4x10
Ix6x6 1x6x8 1x6x9 1x6x10

I1x8x8 1x8x9 1x8x10

1x9x9 1x9x10

1x10x10

Iné pokladnice tu byt nemédzu, lebo by nespliiali niektori z podmienok (1 x 1 x 2 mé prvociselny obsah steny, 1 x 8 x 4
je uz zapisané ako 1 x 4 x 8). Spolu je tychto pokladnic 6 +5+4+3 +2+ 1 = 21.

Pri dalgich rozmeroch si uz nemusime davat pozor na druhti podmienku, lebo prvodiselny obsah steny vieme dostat
len ako 1xprvodislo. Pozrime sa teraz na pokladnice s najmensim rozmerom 2 decimetre. Tie uz nemdzu obsahovat
stranu dlhi1 1 decimeter, inak by sa opakovali.

2x2x2 2x2x3 2x2x4 2x2x5 2x2x6 2x2x7 2x2x8 2x2x9 2x2x10 (jeich9)
2x3x3 2x3x4 2x3x5 2x3x6 2x3x7 2x3x8 2x3x9 2x3x10 (jeich8)

2x9x9 2x9x10 (stdve)
2x10 x 10 (je jedna)
V kazdom dalSom riadku o jednu pokladnicu menej, lebo ked mame na druhom mieste napriklad rozmer 3, tak na
tretie mozeme dat 3 az 10 a tak dalej. Spolu je takychto pokladnic 9+8+7+6+5+4+3+2+1=45.
rozmerom 2 decimetre. Pri 3 decimetroch to bude spolu 8 +7+6+5+4+3+ 241 = 36 pokladnic, pri 4 decimetroch

spolu 7+6+5+4+3+2+1 = 28 pokladnic a tak dalej. Skon¢ime jedinou pokladnicou, ktord mé najkratsi rozmer
10 decimetrov (pokladnica 10 x 10 x 10.)

Ked s¢itame vysledky pre jednotlivé rozmery najkratsej strany pokladnice, dostaneme celkovy pocet
pokladnic 21 +45+36+28 +21+15+10+6+ 3+ 1 = 186.



“ 4. priklad (opravoval Skrecok Prusdk)
V prvom rade sa chceme ospravedlnif za tlac¢iarenského Skriatka, ktory sposobil, Ze v zadani sa namiesto radu celijch
¢éisel objavil rad prirodzenych Gisel. Sposobilo to, Ze zadana tloha nemala rieSenie. Podme v8ak pekne po poriadku. ..
Prvé ¢islo v rade je podla zadania jedna. Druhé ¢islo nepozname, ozna¢me si ho n ako nezname. Podla majordémove;j
podmienky je kazdé ¢islo v rade (okrem krajnych) sic¢tom predchddzajticeho a nasledujtceho ¢isla v rade. Plati preto,
ze druhé ¢islo v rade n je saétom prvého a tretieho ¢isla v rade. Tretie ¢islo v rade potom musi byt n — 1, lebo
1+(n—1)=n.

Pokrac¢ujme dalej. Tretie ¢islo v rade je si¢tom druhého a $tvrtého ¢isla v rade. Z toho vieme vypocitat stvrté ¢islo
v rade ako rozdiel treticho a druhého: (n — 1) — n = —1. Stvrté ¢&islo nam vyslo —1 pri lubovolnom druhom
éisle. Teda ked bude druhé ¢islo 2, 47 alebo hocico iné, stvrté ¢islo bude vzdy —1. No a v zadani sa piSe, ze ide
o rad prirodzengjch ¢isel, ¢o —1 nie je. Takze rad, ktory bude spliiat majordémove podmienky neexistuje.

Skisme teraz porozmyslat, ¢o by sa stalo, keby v zadani boli namiesto prirodzengch ¢isel povolené celé ¢isla. Vsetko,
¢o sme uz vyratali, bude platif aj teraz. Takze zatial vieme, Ze rad vyzerd takto:

la n, (’I’L—l), _]-7

kde n je nezname celé ¢islo. Podobne ako predtym vyratajme dalSie ¢isla v rade. Piate ¢islo v rade je rozdiel
Stvrtého a tretieho, teda (—1) — (n—1) = —n. Stvrté &islo v rade je potom naozaj sti¢tom predchadzajtceho tretieho
a nasledujiiceho piateho. Sieste ¢islo v rade je rozdiel piateho a $tvrtého, teda (—n) — (—1) = —n + 1. Siedme &islo
v rade je rozdiel Siesteho a piateho, teda (—n + 1) — (—n) = 1. Lala, siedme &islo v rade je také isté ako prvé (obe
¢isla su jedna). Z toho mame, ze ¢isla v rade sa budu po Siestich opakovaft takto:

1, n, (n—1), =1,—n,(—n+1).

MobzZete sa o tom Tahko presveddit tak, ze doratate este dsme ¢i deviate ¢islo v rade. No ale ked sa &isla takto po
Siestich opakuji a my chceme zistit, ktoré ¢isla buda na 2008-mom a 2009-tom mieste, staci zistit, aky zvysok da
2008 po deleni sSiestimi. Ten zvySok je 4, preto na 2008-mom mieste bude to isté, o na $tvrtom, teda —1.
Na 2009-tom mieste bude to isté, ¢o na piatom, teda —n. To znamend, Ze toto ¢islo sa bude menit podla toho, ¢o
d4 majordém na druhé miesto svojho radu. Ak tam d4 trebars ¢islo —5, na 2009-tom mieste v rade bude ¢islo 5.
Podarilo sa ndm teda tlohu vyriesit aj pre cel€ ¢isla. VSimnite si, Ze teraz vieme rychlo zistovat, ¢o je na fubovolnom
mieste majordémovho radu. Staci len zistit zvySok miesta po deleni Siestimi. Este raz sa za chybu ospravedliiujeme
a gratulujeme tym, ktori ju zvladli odhalit. ..

Vysledky ankety o Glohach 1. série:

dloha ¢. 1 21314
najviac sa pacila 12541
najmenejsa pacila |2 |5 |6 |9
najtazsia bola 3 |5/9]|4
najlahsia bola 5 24|10




