JSMF ZiLINA, FAKULTA RIADENIA A INFORMATIKY ZU, GYMNAZIUM VELKA OKRUZNA ZILINA
SEZAM, skolsky rok 2009/10, vzorové rieSenia 3. letnej série

Mili riesitelia,

v strasidelnom pribehu napokon vietko dobre dopadlo. Sme velmi radi, Ze ste tento pribeh sledovali az do konca a pomahali Oliverovi
a strasidlu, ktorych (samozrejme Gplnou ndhodou) postretavali samé matematické problémy. UzZ teraz sa mozete tesit na september,
kedy do vasich postovych schranok zavita prva séria SEZAMu spolu s novymi rozpravkovymi hrdinami.

Dovtedy je Casu dost, opravte si znamky v Skole (ak mate aké) a poriadne si uzite letné prazdniny. Ak sa vdm v SEZAMe darilo,
hadam ste si v obalke nasli aj pozvanku na letny tabor pre najlepsich riesitelov. Okrem strasidla na Bojnickom zdmku vas ¢akd desat
augustovych dni plnych hier, zdbavy, novych super kamaratov a popri tom, ako inak, aj trocha matematiky.
Aby ste vSak do septembra Gplne nezabudli pocitat, prelitajte si tieto vzorové riesenia. Mozno si troska dlhSie, nez ste zvyknuti, ale
o to viac novych veci sa z nich mézete naudit.
Nezabudnite, ze vSetko o SEZAMe ndjdete aj na www.sezam. sk.

Za organizatorov vam slnec¢né leto a pekné prazdniny Zeld Michal Prusak.
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@7 1. priklad (opravoval Jakub Daubner)
Zo zadania vieme, Ze trojuholnik DC'E je rovnoramenny, preto maju E

uhly EDC a DCE rovnaku velkost. Takisto vieme, ze zékladne licho-
beznika AB a C'D st rovnobezné. Navyse st podla zadania rovnobezné
aj useCky C'FE a BD. To znamena, Ze useCky CE a CD zvieraju ten
isty uhol ako tsecky AB a BD, takze uhly DCE a ABD maju rov-
nakt velkost. Tieto dva uhly st vyznacené oblucikmi na pravej strane
lichobeznika.

Napokon vyuzijeme este to, ze lichobeznik je rovnoramenny. Preto aj
uhly ABD a C AB maja rovnaki velkost. My sme mali za lohu zistit,
¢i st uhly CAB a EDC rovnaké. Postupne sme dokazali, ze vSetky Styri
uhly EDC, DCE, ABD, C'AB maju navzajom po dvojiciach rovnaku
velkost. To znamen4, %e aj nase uhly CAB a EDC maja rovnaku velkost.

B

Komentdr k rieseniam: Poslali ste ndm vela peknych rieSeni. NajcastejSou chybou (ktort spravili niektori z véas) bolo bez
vysvetlenia tvrdit, Ze strany AC a DFE musia byt rovnobezné. Tento fakt vSak v zadani nebol, pomocou neho bolo Tahké
dokézat, ze spominané dva uhly st rovnaké. Za takyto nedostatok ste mohli stratit az dva body.
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@2, priklad (opravovala Lenka Trojakovd)
Maéame Sachovnicu rozmerov 15 x 15, do ktorej st postupne vpisané ¢isla 1 az 225. Chceme najst také polohy karticky v tvare
ako na obrazku, aby sucet Cisel, ktoré karticka zakryva, bol druhou mocninou nejakého prirodzeného ¢isla.
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Oznaéme ¢islo, ktoré zakryva stredny $tvorcek karticky ako . Potom ¢islo v hornom $tvoréeku je x — 15, kedZze v kazdom riadku
Sachovnice je 15 é&isel. Podobne ¢&islo pod strednym $tvoréekom je x + 15. Dalej &islo vlavo sa d4 napisat ako = — 1 a ¢&islo vpravo
ako z+ 1. Ked vsetky tieto ¢isla s¢itame, dostdvame z+ (x —15)+ (2 +15)+ (z — 1)+ (x + 1) = 5x. Stifet &isel pod kartickou
musi byt delitelny éislom 5, preto budeme hladat druhtt mocninu nejakého prirodzeného éisla, ktord je delitelnd ¢islom 5.
Dalej sa pozrime na to, aky najmensi a aky najvicsi stcet &isel pod kartickou vieme dostat. Na dalsich dvoch obrézkoch st
znézornené krajné pozicie, kedy sa snazime kriz posuntt ¢o najviac do lavého horného a pravého dolného rohu. Najmensi sacet
je preto 85 (sucet ¢isel na prvom obrazku) a najvacsi 1045 (stcet ¢isel na druhom obrazku). Potrebujeme zistit, ktoré éisla
od 85 do 1045 st1 druhou mocninou nejakého prirodzeného &isla a zaroven st delitelné 5.

Prva takd druhd mocnina za ¢islom 85 je az 10 - 10 = 100. Poslednd druh& mocnina, ktord je este mensia ako 1045, je
32 - 32 = 1024. Sta¢i sa ndm preto pozerat na druhé mocniny éisel od 10 do 32, ktoré st navySe delitelné piatimi. Také sa
10-10 = 100, 15 - 15 = 225, 20 - 20 = 400, 25 - 25 = 625 a 30 - 30 = 900. Predtym sme uz zistili, Ze ¢islo x v strednom Stvorceku
karticky dostaneme tak, ze prislusni druht mocninu vydelime piatimi. Dostaneme tak poziciu stredného Stvoréeka (a teda celej
karticky). Tieto pozicie postupne st 20 (100 delené piatimi), 45, 80, 125 a napokon 180 (900 delené piatimi).

Potrebujeme este overit jednu vec, a to ¢ niektord z piatich najdenych karti¢iek ,netréi“ zo Sachovnice. Sktste si sami nakreslit
Sachovnicu zo zadania a umiestnif postupne stred karticky na éisla 20, 45, 80, 125 a 180. Mali by ste zistit, Zze v pripade
stredov na c¢islach 45 a 180, karticka pretica z planika. Vyhovuja preto iba tri ostatné stredy karticiek, a to 20,
80 a 125. Tymto trom stredom karti¢iek zodpovedaji druhé mocniny 100, 400 a 625. Ako sme ukazali, toto st jediné rieSenia.
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;g% 3. priklad (opravovala Erika Trojdikovd)

Nagou tlohou je zistit, kolko réznych farebnych kociek strasidlo urobilo. Spocitat ich len tak, bez dobrého
postupu, nepdjde vébec jednoducho. Zavedieme si preto systém, ktory nam pocitanie zjednodusi. Pred-
stavme si preto, Ze ideme najskor vyrobit vSetky kocky, ktoré maji dolni stenu Zlti a hornii stenu
cervenu.

Na zvysné Styri steny nam ostali Styri farby. Za¢nime prednou stenou, mame pri nej na vyber Styri farby.
Kocku v8ak vieme otacat tak, aby aj bo¢né a dokonca aj zadné stena boli vpredu. MéZeme si preto pred-
I Dole je stavit, Ze sme predni stenu rovno ofarbili na modro. Inak by sme modrou museli ofarbif bo¢né alebo zadnu
Zlta farba stenu a vedeli by sme t01 kocku natod¢it tak, aby bola modra vpredu.
TakZe vpredu méme modru farbu a na omalovanie zvyS$nych troch stien mame zvysné tri farby. Lavi stenu mozeme ofarbif
ktoroukolvek zo zvy$nych troch farieb. Na zadnt stenu ndm potom ostant dve farby a posledni pravi stenu ofarbime (poslednou)
zvysnou farbou. To znamen4, e ak mame dole ZIt1 a hore éervenii stenu, vieme vyrobit 3 - 2 = 6 kociek.

Oproti dolnej Zltej stene vSak méze byt aj ind farba ako ¢ervend. Bez ohladu na to, ¢i hore ddme modr1, zelent, hnedd alebo
¢iernu farbu, zakazdym budeme vediet vyrobif presne Sest kociek s danou konkrétnou farbou hore (rovnako ako ked tam bola
Cervend). KedZe na vyber hornej farby mame 5 moznosti (Siesta z1ta farba stdle ostdva na dolnej stene) a pri kazdej z nich vieme
vyrobit 6 kociek, spolu budeme vedietf vyrobit 5 -6 = 30 kociek. Este je dolezité uvedomit si, Ze sme takymto spésobom
zapocitali kazda kocku. Je to preto, lebo kazdu kocku vieme natodit tak, aby bola Zltou stenou dolu.
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%é; 4. priklad (opravoval Peto Novotny)
Posledné tloha letnej ¢asti vam dala celkom zabraf. Vyskytli sa dva typy rieSeni. Pri tom prvom ste Styri babovkové pekné
kasky (zlomky) hladali tak, Ze ste vytvorili jeden zlomok s takym menovatelom, ktory mé vela roznych delitelov. Do éitatela
ste sa potom snazili doplnif $tyri ¢isla, ktoré v sicéte davaji menovatel a pritom si to delitele menovatela. Ilustrujme to na
jednom priklade. Do menovatela ddme éislo 12:
L+ I+
12

Na volné miesta do citatela chceme spomedzi delitelov menovatela {1,2,3,4,6,12} doplnif Styri rozne, ktorych sucet je 12.
Lahko néjdeme jedintt moznost: 12 = 6 + 3 + 2 + 1. Upravou potom dostaneme
12 6+3+2+1 6 3 2 1 1 1 1 1

" 12 T 2TiTsTw

¢o je jeden z moznych spdsobov krajania: Jupiter dostane % babovky, Oliver i, Klara % a stragidlo 1—12

Takyto postup méa dve nevyhody. Prvou je, Ze kym najdeme vSetky mozné sposoby, musime vyskusat dat do menovatela vela
roznych &isel. Pri tom sa lahko pomylime a lahko moéZeme na niektort moZnost zabudnat. Druhou — z4vaznejSou nevyhodou
je, ze aj ked mozno najdeme vietky spdsoby, nebudeme mat istotu, Ze sme ich nasli naozaj vSetky. Cisel, ktoré moézeme dat
do menovatela, je totiz nekonecne vela a vSetky ich vysktSat nedokdZzeme. Druhy sposob rieSenia, ktory uvedieme, tymto
nedostatkom netrpi.

Hlavna my$lienka spociva v tom, Ze ked chceme babovku rozdelit na $tyri pekné kiisky, pre tie najvicsie z nich nemdame prilis
vela moznosti: Ak by sme Jupiterovi dali iba % babovky, pripadne eSte mensi kusok, tak Oliver by nedostal viac ako %, Klara

by mala maximalne % a strasidlo by dostalo najviac % babovky. Spolu by tak zjedli nie viac ako

1+1+1+1_20+15+12+10_i7_9<1
3 4 5 6 60 T 60 20 ’

teda by nebola rozdelend celd babovka. Neostava ndm teda ni¢ iné ako dat Jupiterovi % babovky (vSetky ostatné pekné
zlomky nie st védsie ako ).

Tym sme tlohu celkom zjednodusili. Namiesto Styroch peknych zlomkov, ktorych stucet je 1, uz hladame iba tri pekné zlomky,
ktoré doplnia Jupiterov kusok do celej babovky, teda také, ktorych sucet je 1 — % = % Pokracovat budeme opéif od najvicsieho
zo zvysnych kiskov, teda od Oliverovho. Ten musi byt mensi ako Jupiterov — nemdze to byt % Vyskasame za Oliverov kusok
doplnit postupne zlomky %, 11

Z’ g’ e e
e Ak Oliver dostane % babovky, pre zvysnych dvoch maskrtnikov zvysi % — % = % bébovky. Chceme teda rozdelit ¢&islo
% na stcet dvoch peknych zlomkov. Je jasné, ze oba budi mensie ako %, teda maximélne % Vysktusame zasa jednotlivé
zlomky %, £, £, ..., & by mohli byt Klarinou castou.
— Ak Klara dostane %, pre strasidlo ostane % —-i= é — 4—62 = 4i. Mame tak prvy vyhovujici spdsob krajania:
1= 1 n 1 n 1 n 1
2 37 42
— Ak Klara dostane %, pre strasidlo zvysi % — % = i — % = i. Druhy sposob krajania je teda
1 1 1 1
l=-+z+-+|




— Ak Klara dostane %, strasidlo dostane % — é = % — 12—8 = ig Treti sposob krajania je
N
12 39 18]
— Ak Kléra dostane 15, strasidlo dostane + — & = & — & = 2 = L. Stvrty sposob krajania je
1= L —|— + : + !
|2 3 10 15]
— Ak Klara dostane %, strasidlo dostane % — % = éé - % = %. To vsak nie je pekny zlomok, takZe tato moznost

nevyhovuje.
— Ak Klara dostane
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%. Strasidlo v8ak nemoze dostat rovnaky kisok ako

Klara. Této moinost preto nevyhovuje. Rovnako uz nevyhovuje ani ziadna d’aléia moznost, lebo ak by Klara dostala

menej ako 12 ,

strasidlo by muselo dostat cely zvySok, ¢o by bolo viac ako 15
A to je proti pravidlam, strasidlo ma mat najmensi kusok.

L (spolu majt totiz {

L, €o st presne ).

Tym sme vycerpali cely pripad, ked Oliver dostane l bébovky.

e Ak Oliver dostane 1 7 babovky, pre zvysnych dvoch zvy31 s —
dvoch peknych zlomkov Oba budti mensie ako 7, teda maxunalne 7 Vyskusame jednotlivé zlomky % £

mohli byt Klarinou porciou.
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4 babovky Chceme teda rozdeh

na sucet
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— L To je piaty sposob kréjania:
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|1 . 1 L 1 n 1
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= 132 — 122 = 12 To je Siesty sposob krajania:

|1 n 1 n 1 n 1

12 4 6 12]

= % 24—8 = %. To vSak nie je pekny zlomok, takze tato moznost

= %. Strasidlo vSak nemoze dostat rovnaky kusok ako Klara.

8 8

Této moznost preto nevyhovuje. Rovnako uz nevyhovuje ani ziadna dalSia moznost, lebo ak by Klara dostala menej
ako %, strasidlo by muselo dostat cely zvySok, ¢o by bolo viac ako %, a to je (podobne ako predtym) proti pravidlam.

Tym sme vycerpali cely pripad, ked Oliver dostane % babovky.

Ak Oliver dostane 1
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zlomky 1 5 , ¢i by mohli byt Klarinou porciou.
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— Ak Kléra dostane % 0~

nevyhovuje.

— Ak Kléra dostane % 7, pre stras1dlo ostane

nevyhovuje. NavySe % > =

, pre strasidlo ostane
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strasidlo by muselo dostat v1ac ako =5, teda viac ako Klara, ¢o nemdze.

babovky, pre zvysnych dvoch zvysi 1 i
na sucet dvoch peknych zlomkov. Oba musia byt mensie ako Oliverova teda maxunalne =. Vyskisame jednotlivé
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, teda strasidlo by dostalo viac ako Klara Podobne keby Klara dostala menej ako %
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5 — = babovky Chceme teda rozdelif ¢islo

55 = 1. To nie je pekny zlomok, takZe této moznost
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. To nie je pekny zlomok, takze tato moznost
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Tym sme vycerpali cely pripad, ked Oliver dostane % babovky, nenasli sme ziadne vyhovujice krajanie.

1

asponl 5 — L

6

2

&, teda Klara by musela mat aspon

Napokon, ak by Oliver dostal iba 1 s babovky, alebo dokonca este menej, Klara a strasidlo by spolu museli dostat

, ¢o nie je dovolené (Oliver méa maf viac ako Klara).

Rozobrali sme vSetky moznosti a nasli pri tom 6 vyhovujacich krajani, ktoré st uvedené v ramikoch. Ukézali sme tym

tiez to, Ze ziadna ind moznost nevyhovuje.

Vysledky ankety o Glohdch 3. série:

dloha ¢. 1 |2 |3]|4
najviac sa pacila 2 121214
najmenejsapacila |2 [0 |9 |7
najtazsia bola 2 12 |86
najlah$ia bola 123 [ 2|0




