JSMF ZILINA, FAKULTA RIADENIA A INFORMATIKY ZU, GYMNAZIUM VECKA OKRUZNA ZILINA

SEZAM, skolsky rok 2012/13, vzorové rieSenia 1. zimnej s€rie

Mili riesitelia,

zvieratka z lesa sa velmi potesili vasim rieseniam a dufaju, Ze im pomozete aj s ich dalsimi
problemami. Ak si chcete predtym, nez sa pustite do uloh druhej zimnej série, rozcvicit' svoje
matematické bunky, tak si urcite precitajte tieto vzorové riesenia.

Chceme Vis este poprosit, aby ste poctivo vypliali hlavicku, posielali riesenia na zvldst
papieroch a kazdy poriadne podpisali. Zvlast nas upozornite, ak mate v poradi uvedeny
niektory nespravny udaj. Znacne ndm to pomoze pri organizdcii.

Nezabudnite, Ze vietko o SEZAMe najdete aj na nasej vynovenej stranke www.sezam.sk

Za organizatorov vam vela Uspechov zeld Martin Bachraty.

Priklad ¢. 1 (opravovala Katka Kmetova a Baska Marecakova)

Asi kazdy si hned' po precitani zadania predstavi alebo este lepSie zoberie do ruky hodinky. Tak
ako to vlastne tie rucicky behaju? Minutova rucicka obehne cifernik za 1 hodinu prave raz. Zato
hodinova ruci¢ka prejde za hodinu 1/12 cifernika - cely cifernik jej trva 12 hodin. Kazdu hodinu
sa preto stretnU prave raz, pricom pri stretnuti mindtova rucicka vzdy predbieha hodinovu
ruCicku. Po 9:00 sa preto prvy krat predbehali niekedy po 9 a pred 10 hodinou a druhy raz
niekedy po 10 a pre 11 hodinou. Treti krat sa prekryli niekedy po 11:00. Mala rucicka sa hybe
od 11 k 12, velka robi koliesko od 12 do 12. Obom ich manéver trva hodinu - na konci hodiny
sa stretnd a budu na 12 hodine. Jezko teda vstal presne o polnoci.

Priklad ¢. 2 (opravovala Kata Jasencdkova)
Zo zadania vieme o obdiznikovom ihrisku dve informacie: stcet dizok troch stran ihriska je 55
metrov a jedna strana je o 8 metrov dlhsia ako druha.
Délezité je uvedomit si, Ze nevieme, ktoré 3 strany zaba odmerala. MéZu nastat az dve
moznosti. Bud’ odmerala obe dlhsSie strany obdlznika a jednu kratSiu alebo obe kratSie a jednu
dlhsiu.
Pozrime sa najprv na prvd moznost. Oznaéme si dizku kratsej strany ako k a dizku dlhsej
hrany ako d. Vieme, Ze sucet diZok dvoch dlhsSich stran a jednej kratsej je dokopy 55 metrov,
teda d + d + k = 55 metrov. Navyse vieme, Ze dlhsSia strana je o 8 metrov dlhsia ako kratsia
strana, teda d = k + 8 metrov. Teraz mbzeme vyuzit to, Zze dlhsiu stranu vieme vyjadrit
pomocou kratsej:
d+d+ k=55
(k+8)+ (k+8)+ k=55
k+k+k+8+8=55
3-k+16 =55 /-16
3-k=39 /+3
k = 13 metrov
Teda kratsSia strana ma k = 13 metrov. DIhSia strana ma o osem metrov viac, ¢o je 13 + 8 =
21 metrov. Obvod obdlZnika teda bude 13 + 13 + 21 + 21 = 68 metrov.

Ostava nam druhé,moinost', kedy zaba odmerala obe kratSie strany a jednu dlhsiu medzi nimi.
Opat si oznatme dlzku kratsej strany ako k a dizku dlhSej hrany ako d. Opét plati, Ze dlhsSia
strana je o 8 metrov dlhSia od kratsej, a dalej vieme, Zze sucet dlzok dvoch kratsich stran
a jednej dlhSej strany je dokopy 55 metrov. Podobne ako v predodlom pripade vieme doratat
dizku kratsej strany:
k+ k+d=55
k+k+ (k+8) =55
k+k+ k+8=55
3:-k+8=55 /-8
3-k=47



Tu ste mnohi nepokracovali, lebo ste povedali, ze 47 nie je delitelné Cislom 3. V zadani vsak
nebolo napisané, ze zaba vie merat len celé metre, a meter dlha c¢iara sa da urcite rozdelit aj
na 3 rovnaké ¢asti. Podme teda doriesit aj tento pripad.

KratSia strana ma 47/3 metra. Ak chceme modzeme si to vyjadrit aj krajSie. Tretina zo 47
metrov je to isté, ako ked s¢itame tretinu zo 45 metrov a tretinu z dvoch metrov, ¢o je dokopy
15 metrov a dve tretiny metra.

Cize dizka kratsej strany je k = 15 + 2/3 metra. DIhSia strana ma o osem metrov viac, ¢o
je d=15+ 2/3 + 8 = 23 + 2/3 metra. Obvod ihriska teda bude 15 + 2/3 + 15 + 2/3 + 23
+ 2/3 + 23 + 2/3 = 78+2/3 metra.

Obvod ihriska nevieme zistit naisto, vieme vSak povedat, Ze je to mdze len 68 metrov
alebo 78 + 2/3 metra.

Priklad ¢. 3 (opravovali Baska Marecdkova a Ada Santrova)

Sme velmi radi, Ze do riesenia tohto prikladu ste sa pustili skoro vsetci. Vac¢sina z Vas prisla na
spravne rieSenie alebo ste mali len mall chybu. Teraz si povieme, ako sa dal tento priklad
riesit.

Jedna moznost je vypisat si vSetky &isla, ktoré datel zjedol a spoditat ich. Takéto riesenie je
samozrejme spravne (ak na ni¢ pri vypisovani nezabudneme a ani ni¢ nevypiSeme navyse),
zato vSak velmi pracne. Skusime si teda ukazat iné rieSenie, ktoré nam nezaberie tolko
papiera.

Najskor sa pozrime na Cisla od 100 po 199. Ak niektoré z tychto Cisiel datel zjedol, tak urcite
nie kvoli cifre na mieste stoviek (tato cifra je vzdy 1, nam vsak vadia cifry 3,5 a 7). Preto ak
niektoré cislo od 100 do 199 zjedol, tak urcite zjedol aj Cislo od neho o 100 mensSie (tieto dve
Cisla sa liSia iba na mieste stoviek, kde vSak urcite nie je cifra 3, 5 ani 7). Podobne ak zjedol
nejaké Cislo od 0 do 99, tak zjedol aj ¢islo od neho o sto vacsie (toto Cislo obsahuje vsetky cifry
povodného cCisla a navyse cifru 1 na miest stoviek, ak teda povodné cCislo obsahovalo niektoru
z cifier 3,5 a 7, tak ju bude obsahovat aj nové &islo).

Zjedené cisla od 0 do 99 budu teda presne tie isté Cisla, ako zjedené Cisla od 100 po 199, len
zvadésené o sto (3,5,7,13,... - 103,105,107,113,...). Teraz nam teda stadi zratat zjedené Cisla
od 0 po 99 a vynasobit ich po¢et dvoma, ¢im dostaneme pocet zjedenych Ccisiel od 0 po 199.
No a kedZe 200 datel urcite nezjedol, tak vlastne dostaneme pocet vsSetkych zjedenych Cdisiel.
Podme teda zistit kolko zjedenych Cisiel bude v prvej stovke:

Na mieste desiatok sa cifra 3 nachadza v desiatich cislach (30, 31, ..., 39). Podobne cifra 5 tiez
v desiatich dislach (50, ..., 59) acifra 7 tiez v desiatich cislach (70, ..., 79). Tychto 30 Cdisel
teda datel istotne zjedol. Zostali nam teda cisla, ktoré maju najviac dve cifry a navyse na
mieste desiatok uz urcite nemaju Ziadnu z cifier 3, 5 ani 7. Ak teda datel zjedol esSte nejaké
Cislo, tak muselo mat cifru 3, 5 alebo 7 na mieste jednotiek.

V kaZdej desiatke sa nachadza prave jedno Cislo konciace cifrou 3, prave jedno konciace cifrou
5 a prave jedno konciace cifrou 7. CiZze z kaZdej desiatky by mal datel zjest este tri ¢isla . Od 0
po 99 je tychto desiatok 10, no tri z nich uz su celé zjedené. Cize nam zostalo 7 desiatok a
v kazdej z nich tri Cisla obsahujuce na mieste jednotiek cifru 3, 5 alebo 7. Tychto 7 - 3 = 21
Cisiel teda datel tiez urcite zjedol. Nikde inde uz Ziadna z cifier 3,5 a 7 nemdze byt, teda z prvej
stovky (od 0 po 99) zjedol vrabec presne 30 + 21 = 51 disiel.

Z druhej stovky ich teda zjedol tiez 51. Takze datel spolu zjedol 102 cCisel. KedZe Cisiel bolo
dokopy 201, tak nezjedenych ostalo iba 201 - 102 = 99.

Datlovi zostala menej ako polovica zo vsetkych pévodnych doéticiek.

Priklad ¢ 4 (opravovala Denisa Muthova)

Vasou Ulohou bolo poméct jazvecovi doplnit tabulku. M& rozmery 5x5
Stvorcekov, z ktorych je 5 zafarbenych na cdierno a nepouzivaju sa.
Zvysnych 20 treba doplnit tak, aby pre kazdu taku paticu Cisel, ze z kazdého

riadku a z kazdého stipca v nej bude prave jedno ¢islo platilo, Ze sucet

takejto patice Cisel ma byt vzdy rovnaky.
Najskor si oznacime zatial' nevyplnené policka pismenkami abecedy (a, b, ¢, d, e, f, g, h, ch, i, j
), ako na obrazku vpravo.



Na zacliatku skisme vybrat péticu len zo zadanych Cisiel, aby sme zistili jazvecove
$tastné Cdislo. Vyberme z tretieho riadku (jediné) Cislo 9. Z prvého riadku potom
mozeme vybrat uz 0. Z posledného riadku potom zvys$i len moznost 7. A tym padom
z predposledného 8 a druhého 2. Jazvecovo Stastné Cislo jeteda 0 + 2 + 9 + 8 + 7 = 26.
Teraz stadi doplnit tabulku tak, aby vSetky suéty boli 26. Tak sa do toho pustme. Vzdy sa
pokusime ndjst péticu, v ktorej bude hladané &islo a okrem neho ¢o najviac znamych disiel

Hladdme: Patica: Vysledok:

a 6,5,9,2,a a=26-6-5-9-2=4

b 6,8,9,2,b b=26-6-8-9-2=1

C 6,8,9,3,c cC=26-6-8-9-3=0

d 7,8,9,d,c d=26-7-8-9-0=2

e 7,8,f,e,c e=26-7-8-f-0=11-f°

f 7,8,f,2,4 f=26-7-8-2-4=5,tedae=11-5=6

g 7,9,9,2,a g=26-7-9-2-a=4

h 7,h,f,2,a h=26-7-f-2-a=38 8 5
ch ch,5,9,d,c ch=26-5-9-d-¢c=10

i i,9,9,3,a i=26-g-9-3-a=6 ch 7
j j,8.£,3,0 j=26-8-f-3-0=10

Vysledna tabulka vyzera takto: )

Dostane jazvec vzdy tu istd tabulku? Ano, dostane. PreCo? Vsetky Cisla
sme dopliali postupne a jednoznacéne, takze tabulka musi vyzerat presne
tak ako na obrazku vlavo.

Tabulka sa dala vypinat aj pomocou iného triku (zopar z vas nafiho prislo
): po blizéom skimani si mbzete vsimnut, ze &isla, ktoré stoja do kriza
oproti sebe (ako na obrazku), davaju vzdy rovnaky sucet ako dvojica
druha dvojica Cisiel oproti sebe (ch + 5 = 8 +7). Skuste si premysliet,

preco to tak je.

Priklad ¢. 5 (opravoval Janci Jakubik)

Vacsina z vas priklad rieSila podobnym sp6sobom a tento spdsob
rieSenia si aj uvedieme.

KedZe body A, B, C lezia na kruznici a bod M je stred tejto kruznice A

, " 5m
musi platit:
|AM| = |BM| = |CM| = polomer kruznice (jazierka) ‘ ;
KedZe o trojuholniku ABM vieme, Zze ma dve rovnaké strany, mézeme | "™
onom povedat, Ze je rovnoramenny. O rovnoramennych 2 ‘

trojuholnikoch plati, Ze ich uhly pri zakladni (zakladfa je v nasom
pripade AB) su rovnako velké. Teda plati:

|< MEBA| = |<~ MAB| = 30°

O kazdom trojuholniku, a teda aj trojuholniku ABM vieme, Ze sucet
jeho vnutornych uhlov je spolu 180°. Vieme si preto zistit velkost uhla BMA:
| BMA| = 180°— 2 x (30°) = 120°

Dva trojuholniky st zhodné pokial' sa dizky ich strdn rovnaju (veta sss). Z tohto vieme teda
usudit, Ze trojuholnik ABM je zhodny s trojuholnikom CAM. Teda vsetko ¢o plati pre trojuholnik
ABM plati aj pre trojuholnik CAM:

|< MBA| = |<< MAC| = 30°

|< MAE| = |< MCA| = 30°

|« BMA| = |< AMC| = 120°

O plnom uhle vieme, Zze ma 360°. Uhol BMC si teda vieme vypocitat takto:

| BMC|= 360°— |< BMA|— |< AMC| = 120°

V&imnime si, ze trojuholnik BCM je tieZ rovnoramenny (l4M| = [BM|= |CM|) a uhol, ktory
zviera medzi svojimi ramenami je 120°. Toto isté plati aj pre trojuholniky ABM a CAM. Teda
teraz uz vieme, ze trojuholniky ABM, CAM, BCM su zhodné podla vety sus (strana, uhol medzi
nimi zovrety, strana).

—
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Ak su teda vsetky tri trojuholniky zhodné bude platit aj:

|AB| = |AC| = |BC]

Vzdialenost medzi kamienkami B a C je taka istd ako medzi kamienkami A a C aj
A a B, a teda 5 metrov.

Priklad ¢. 6 (opravoval Hynek Bachraty)

Priklad bol naozaj tazky a uznanie patri véetkym, ktori sa pustili do jeho rieSenia, aj ked sa im
nepodarilo vyriesit ho na plny pocet bodov.

V zadani sme Vas navadzali, aby ste rozmyslali o prvom alebo poslednom mravcovi. Skisme to
najskor od konca.

Ak bol posledny mravec pravdovravec, ked skakal, bol na palube len on, a teda 0 klamarov.
Musel preto po pravde povedat ,na palube je parny pocet klamarov" (nula je parne &islo: je to
nasobok dvojky, 0 cukrikov mdzete rozdelit dvom ludom tak, Ze obaja maju rovnako.). Ak bol
posledny mravec klamar, na palube bolo v tom okamziku 1, teda neparny pocet klamarov.
Klamar ale musi klamat, preto tiez povedal ,na palube je parny pocet klamarov".

V kazdom pripade teda posledna veta znie ,na palube je parny pocet klamarov". Kedze prva
bola ,na palube je neparny pocet klamarov", dokopy musel odzniet parny podet viet, a polet
vSetkych mravcov - parasutistov na vazke bol parny.

Aj ked vieme, Co povedal posledny parasutista, stdle nevieme, ¢ bol klamar alebo
pravdovravec. To sa da zistit tak, Ze preberieme moznosti pre predposledného parasutistu,
o ktorom uz naisto vieme, Ze povedal ,na palube je neparny pocet klamarov". Takto mozeme
postupovat ,odzadu" dalej. Miesto toho ale urobime int Gvahu.

M6zu za sebou zoskodit dvaja pravdovravci? KedZe ich tvrdenia sa striedaji, o pocte klamarov
povedali rozdielne veci (jeden ,par" a druhy ,nepar"). Zaroven ale zoskocenim prvého z nich sa
pocet klamarov nezmenil, a ako pravdovravci by o nich mali povedat to isté. Povedat naraz
rozdielne aj tie isté tvrdenia sa neda, preto tato situdcia nemohla nastat.

Podobne sa da zistit, ze po klamarovi nembéze zoskodlit pravdovravec. Klamar o ich pocte
klamal, preto ked povedal ,par", v skutoCnosti ich bol nepar. Po jeho zoskoku sa ale ich pocet
zmenil na par, a pravdovravec po lom preto mal povedat ,par". To by ale po sebe zazneli dve
rovnaké vety, ¢o sa nemdze stat. Podobne ak klamar povie ,nepar", bol ich v skuto¢nosti par,
po jeho zoskoku sa pocet klamarov zmeni na nepar a ,nepar" by mal povedat aj pravdovravec,
¢o sa tiez nesmie.

Teraz teda vieme, ze poclet parasutistov bol parny, a ich poradie mohlo byt PKK...KK alebo
KK..K.K. Tieto moznosti sme zatial' nevyl(dili a da sa ukdazat, ze naozaj mohli nastat.

To urobili aj ti riesitelia, ktori zacinali od prvého parasutistu. Vieme o iom, ze povedal ,na
palube je neparny pocet klamarov".

Ak to bol klamar, v skutoCnosti bol klamarov parny pocet. Po jeho zoskoku sa pocet klamarov
zmenil na neparny. KedZe druhy parasutista povedal vetu ,na palube je parny pocet klamarov"
klamal aj on, a teda to bol tiez klamar. Ked skodil, poéet klamarov sa zmenil spat na par, aj
treti mravec klamal. Takto to bude pokracovat, a vsetky mravce su teda klamari. A kedZze
klamarov je parny pocet, aj vSetkych mravcov je par.

Ak bol prvy mravec pravdovravec, klamarov je naozaj nepar. Po jeho zoskoku sa pocet
klamarov nezmenil. Druhy mravec ale povedal “par" a teda je klamar. Jeho zoskokom sa ale
pocet klamarov zmenil, preto klame aj treti mravec a aj vSetci dalsi, ako v prechadzajucom
pripade. Okrem prvého su teda vsetci klamari, a kedZe tych je nepar, spolu s prvym je
vSetkych parny pocet.

Oboma spdsobmi sme sa teda dostali k rovnakej odpovedi. Mravcov na vazke bol urdcite
parny podet. Prvy mohol byt pravdovravec alebo klamar, vsetci ostatni, a teda aj
posledny, boli urcite klamari.



