JSMF ZILINA, FAKULTA RIADENIA A INFORMATIKY ZU, GYMNAZIUM VELKA OKRUZNA ZILINA

SEZAM, skolsky rok 2012/13, vzorové rieSenia 2. zimnej s€rie

Mili riesitelia,

prave vam prisli dosli zadania poslednej letnej série tohtorocného SEZAMu. Pribehy zvieratok sa pomaly blizia ku
koncu. Vam sa naskytad poslednd Sanca este zabojovat o dake tie bodiky a dobré umiestnenie v zdvereénom
poradi. Predtym neZ sa pustite do rieSenia si eSte precitajte tieto vzorové rieSenia, dozviete sa kde ste spravili
pripadné chyby, a moZno sa dozviete aj iné spdsoby ako sa dali Ulohy vyriesit.

ESte vas chceme poprosit, aby ste poctivo vypliali cel( hlavicku na kazdé jedno rie$enie. Zna¢ne nam
to pomozZe pri organizacii. Nezabudnite, ze vietko o SEZAMe najdete aj na www.sezam.sk

Za organizatorov vam vela Uspechov Zela Martin Bachraty.

Priklad ¢&. 1 (opravovala Sona Galovicova)

Ulohou bolo nakreslit vSetky rdzne pravidelné hviezdne cesticky, ktoré prechadzaju cez vsetky
vrcholy. Nakreslime si teda 9-uholnik a aby sme si boli isti, ze Ziadnu cesticku nezabudneme,
podme na to postupne. Ked vynechame 0 vrcholov, spojime vlastne zaradom vsetky vrcholy 9-
uholnika (obr. 1). Niektori z vas nasledne povedali, Ze 9-uholnik nie je hviezdna cesticka, ale on
predsa vSetky podmienky zo zadania spifia! Nech zacneme v lubovolnom vrchole, kym sa k nemu
opat dostaneme, prejdeme skutoCne cez vSetky ostatné. Aj ked mame 9 moznosti, v ktorom
vrchole zacat, vysledna cesti¢ka je vzdy rovnaka. Nasli sme teda prvu hviezdnu cesticku!

Ak budeme vynechavat vzdy 1 vrchol, ize spojime ciarou kazdy druhy
vrchol, tak vidime, Ze opat vychddza hviezdna cestitka - kym sa
dostaneme k pociatocnému vrcholu, naozaj prejdeme cez vsetky ostatné (obr. 2).

Skisme teraz vynechavat 2 vrcholy, &ize spdjat kazdy treti. Vidime, Ze nech by
sme zacali v ktoromkolvek vrchole, tato cesticka sa dostane do svojho zaciatku
uz po tretej cCiare a vznikne nam trojuholnik. Toto teda nie je hladana hviezdna
cesticka, kedZe prechadza len cez 3 vrcholy (obr. 3). (Niektori z vas sa snazili
zostrojit hviezdnu cesti¢ku aj v tomto pripade a nakreslili do obrazku 3 takéto
trojuholniky. No pozor! Takto dostaneme akurat tri nijak neprepojené cesticky,
z ktorych ani jedna nesplfia podmienky.) e

Ak vynechame vzdy 3 vrcholy, vznikne dalSia hviezdna cesticka (obr. 4). obr. 3
Skusme teraz vynechavat vzdy 4 vrcholy - aha, ved nam vyslo to isté! Ako je

to mozné? KedZe su hviezdne cesticky také pravidelné, nezalezi na tom, ktorym smerom ich
kreslime (¢i v smere hodinovych ruciCiek alebo naopak, vzdy vynechavame rovnaky pocet
vrcholov). A vSimnime si, ze vynechavat 4 vrcholy je to isté, ako vynechavat 3 vrcholy
- v opacnom smere.

obr. 4

Rovnako prideme na to, Ze vynechavanie 5 vrcholov je to isté ako vynechavanie 2 (obr. 3),
vynechavanie 6 vrcholov ndm da hviezdnu cesti¢ku rovnaku ako vynechavanie 1 vrcholu (obr. 2) a vynechavanie 7
nam da cely 9-uholnik (obr. 1).
Vadésie Cisla uz skusat netreba - ak by sme vynechali 8 vrcholov, nasa cesticka prechadza len cez ten Uplne
zaCiato¢ny (vSetky ostatné vzdy preskoci). Co ak by sme zobrali nejaké Cislo vacsie ako 8 - napriklad 13.
Vynechanie 13 vrcholov znamend, Ze spravime jedno celé koleCcko (vynechame 9, Co je rovnaké ako keby sme
nevynechali Ziaden) a potom vynechdame dalSie 4 - no tdto moZnost sme uZ predsa skusili! Vidime, Ze
vynechavanie hocijakého cisla vacsieho ako 8 nam da rovnaku hviezdnu cesticku ako nejaké Cislo od 0 po 8.
Odpoved": Existuju teda 3 r6zne hviezdne cesticky (obr. 1, 2, 4).

Priklad ¢ 2 (opravoval Juro Solcani)
Mame kocku s hodnotami na stenach 1, 2, 3, 4, 5 a 6. Predpokladajme, Ze hodnoty su na stenach
rozmiestnené lubovolne. Kocka ma 8 vrcholov. Stena na kocke susedi so styrmi vrcholmi. Hodnota
z tejto steny teda bude zapocitana v Styroch vrcholovych dislach (a v Styroch nebude). To znamen3, ze
do suctu vsSetkych 6smych vrcholovych Cisel bude tato hodnota zaratana sStyrikrat. To plati pre kazdu
stenu a teda sucet vrcholovych &isel na kocke sa da vypoditat takto:

4x1 +4x2 +4x3 +4x4 +4x5+4x6 =4 x (1 +2+3 +4+ 5+ 6) = 84.
Tym sme vypocitali sucet vrcholovych Cisel na kocke s fubovolne rozmiestnenymi hodnotami 1, 2, 3, 4,
5a6.

Odpoved": Sucet vrcholovych Cisel na spravodlivej kocke je 84. Sucet vrcholovych Cisel na kocke
s hodnotami 1, 2, 3, 4, 5, 6 bude vzdy 84 (najvacsi aj najmensi sucasne), nech su hodnoty
rozmiestnené akokolvek.



Priklad ¢ 3 (opravovali Ondro Mikulds a Kubo Santer)

Vasou ulohou bolo zistit, ktoré vlaky maju Knedlik s Kapustom radi a ktoré naopak radi nemaji. Podme sa teda na
vlaky pozriet blizSie. Za¢nime vlakmi, ktoré maju obidvaja radi.

Ako ste si v$imli, Knedlikova vypocitavanka ma 4 slova, a teda Knedlik povie ,$tastie" pri vlakoch s poétom
vagonov

1, 1+4=5, 1+4+4=9, ...
Bude to tak preto, Ze slovo ,$tastie" je vo vypoditavanke ako prvé, a bude sa opakovat vZdy pri novom zadiatku
vypocitavanky. Z toho vyplyva, Ze ak pocet vagénov vo vlaku dava zvysok 1 po deleni styrmi, tak Knedlik povie
Stastie.
Zajac Kapusta ma vypocitavanku zo 6-ich slov. Slovo ,Stastie" je prvé aj v jeho vypocitavanke a bude sa opakovat
pri kazdom jej dalsom zadiatku, takZe Kapusta povie ,Stastie™ pri vlakoch

1, 1+6=7, 1+6+6=13,
A to su vlaky, ktorych pocet vagdnov dava zvySok 1 po deleni $iestimi. Obidvaja teda povedia ,S$tastie" pri vlakoch,
ktorych pocet vagonov dava po deleni styrmi zvysok 1 a aj po deleni Siestimi zvysok 1. Z toho vyplyva, ze nami
hladané Cisla su o jedno vacsie, ako Cisla, ktoré st nasobkom Cisla 4 aj Cisla 6. No my vieme, Ze najmensi
spolo¢ny nasobok cisiel 4 a 6 je 12. A teda diZzky vlakov, ktoré maju Knedlik a Kapusta radi, su vsetky cisla, ktoré
po deleni ¢islom 12 davaju zvysok 1. Su to Cisla

1, 1+12=13, 1+12+12=25,

Pozrime sa teraz na vlaky, ktoré Kapusta s Knedlikom nemaju radi. Knedlik povie ,nestastie® pri viakoch, ktorych
polet vagdnov dava zvySok 2 po deleni $tyrmi (2, 6, 10, 14, ...). MéZeme si vdimnut, Ze vSetky tieto &isla su
parne. Je to tak preto, Ze tieto Cisla st o 2 vacsie ako nasobok Cisla 6 a plati, ze 2 je parne Cislo a aj ndsobky 6-ky
s parne. No a sudet dvoch parnych E&isel je parny. My v8ak uz vieme, Ze Kapusta povie ,$tastie® pri vlakoch,
ktorych pocet vagonov dava zvysok 1 po deleni Siestimi (1, 7, 13, ...). Ale to su Cisla, ktoré dostaneme suctom
Cisla 1 a nasobku ¢isla 6. KedZe 1 je neparne Cislo, nasobky 6-ky si parne a sucet neparneho a parneho cisla je
neparny, tak mdézeme s ucitostou povedat, ze &isla, pri ktorych povie Kapusta ,$tastie® s neparne. A teda
neexistuje taky vlak, pri ktorom Knedlik povie ,Stastie® a Kapusta ,nestastie". Este treba overit opaéni moznost.
Existuje taky vlak, ze na jeho konci Knedlik povie ,nestastie® a Kapusta ,Stastie"? Skontrolujme to! Zajac Kapusta
povie ,nestastie® pri vlakoch s poétom vagdnov, ktory ddva zvy$ok 2 po deleni &islom 6 (2, 8, 14, ...). Ale aj
vSetky tieto Cisla su parne (Cislo 2 je parne a aj nasobky Cisla 4 su parne). No Cisla, pri ktorych Knedlik povie
LStastie" sU neparne, ako uz vieme z prvej ¢asti prikladu. Dokézali sme teda, Ze neexistuje taky vlak, ktory zajace
Knedlik a Kapusta nemaju radi.

Odpoved”: Zajace Knedlik a Kapusta maju radi vlaky, ktorych pocet vagonov dava zvysok 1 po deleni Cislom 12
napr.: 1, 13, 25, ... Naopak neexistuje taky vlak, ktory Knedlik a Kapusta nemaju radi.

Priklad ¢ 4 (opmvoval Mato Bachraty)

UIohou bolo zistit, ako dopadol pokus vrabcov. Skisme si na zaciatok spraV|t pokus aj my. Najskor rozmiestnime
Cinove zavaZia. KedZe ma byt vaha v rovnovéhe a hmotnost véetkych zavazi je spolu 1 + 2 + ... + 8 = 36 gramov,
tak na kazdej miske musi mat zavazia s hmotnostou 18 gramov. Mdze ich rozmiestnit naprlklad takto: nalavo da
1g, 3g, 6g a 8g, napravo da 2g, 4g, 59 a 7g. Teraz nejako rozmiestnime NiCove zavazia. Rovnako ako Cin, musi
mat na oboch miskdch zdvaZia s celkovou hmotnostou 18 gramov, napriklad takto: nalavo d& 4g, 6g a 8g,
napravo da 1g, 2g, 3g, 59 a 74. 5

Teraz spravime pokus. Nalavo dame iba tie zavazia, o maju nalavo zapisané aj Cin (1,3,6,8) aj Ni¢ (4,6,8).
Vidime, Ze su to zavazia 6g a 8g. Napravo dame iba tie zadvaZzia, ¢o maju napravo zapisane aj Cin (2,4,5,7)

aj Ni¢ (1,2,3,5,7). Vidime, Ze su to zavazia 2g, 5g a 7g. Nalavo aj napravo teda dostaneme rovnovahu:

nalavo mame 6 + 8 = 14 gramov a napravo mame tiez 2 + 5 + 7 = 14 gramov.

Vidime teda, Ze ndm pri pokuse vy$la rovnovdha. To v$ak e$te neznamend, Ze rovnovdha musela vyjst aj
vrabcom. Oni mohli mat zavaZia rozloZzené Uplne ind¢ ako my. Spravime si este niekolko pokusov a zistime, Ze
ndm stdle vychadza rovnovaha. Mdme teda podozrenie, ze to tak bude vzdy, musime to ale dokazat - ak by bola
¢o by len jedind moznost, kde nevyjde rovnovaha, tak to méze byt presne td, ktorll mali aj vrabce. Jedna moznost
ako to dokazat, je skusit véetky mozné moznosti ako mohli mat vrabce rozloZzené zavazia. My si ukaZzeme menej
namahavy spbsob:

Povedzme, ze Cin aj Ni¢ uz maju zap|sane kto mal o uloZené na lavej a na pravej miske. Zistime, ako bude
vyzerat pokus. Pozrime sa na véetko to, ¢o maju dokopy nalavo zapisane Cin aj Ni¢. Tieto zavazia davaJu dokopy
36 gramov (vieme, ze Cin aj Ni¢ mali nalavo presne 18 gramov). Podobne vietko to, ¢o maju zapisané nalavo Cin
aj Ni¢ vazi tiez 36 gramov.

Pozrime sa teraz na zdvazia, ¢o mal nalavo iba Cin. KedZe tieto zavazia Ni¢ nemal nalavo, tak ich musel mat
napravo. A podobne vsetky zava2|a ¢o mal napravo iba Ni¢, musel mat Cin nalavo (lebo napravo ich nemohol mat
). Teda zavazia, ¢o ma nalavo iba C|n su tie isté, ako zavazia, o ma napravo iba Ni¢ (poriadne si to premyslite).
Podobna uvaha nas dovedie k tomu, ze zévaiia, ¢o ma nalavo iba Ni¢ su tie isté, ako zavazia, ¢o ma napravo iba
Cin. 5

Vyskrtnime teraz z lavej strany vSetky zavaZzia ¢o mal nalavo iba Cin a vSetky zavazia ¢o mal nalavo iba Nic
a z pravej strany vyskrtnime zavazia ¢o mal napravo iba Ni¢ a zavaZia ¢o mal napravo iba Cin. Z predchadzajucich
uvah vieme, Ze sme nalavo aj napravo vyskrtli presne tie isté zavazia. Tym padom aj po skrtani budu nalavo aj
napravo rovnaké hmotnosti (pred Skrtanim bola tam aj tam 36 gramov).




Teraz si uz len uvedomme, ¢o ndm vlastne zostalo. Nalavo méme u Cina aj Ni¢a uZ presne tie zavazia, Co mali
vlavo rovnaké (vSetko ostatné sme vyskrtli). Podobne napravo mame iba to, ¢o mali napravo Cin aj Ni¢ vpravo
rovnaké. Teda nalavo aj napravo mame presne zavazia z pokusu, len kazdé dvakrat. Ale ak su nalavo aj napravo
rovnaké hmotnosti, tak budu rovnaké aj po vydeleni dvoma, takze naozaj pri pokuse vyjde rovnovaha.

Tento postup je vcelku zlozity, preto si ho predvediem aj na naSom prvom pokuse:

. VIAVO VPRAVO .
CIN:  1,3,6,8 2,4,5,7 To, Co ma nalavo iba Cin je to isté¢, <o ma napravo iba Nic
NIC: 4,6,8 1,2,3,5,7 To, ¢o ma nalavo iba Ni¢ je to isté, ¢o ma napravo iba Cin

1+3+6+8+4+6+8=36=2+4+5+7+1+2+3+5+7
hrubé aj podciarknuté zdvazia mdzeme vyskrtnit, lebo su na lavej aj pravej strane
6+8+6+8=2+5+7+2 +5+7
2x(6+8)=2x(2+5+7)
6+8=2+4+5+ 7 (presne takto vyzeral aj pokus)
Odpoved": Vaha sa urcite dostala do rovnovahy.

Priklad ¢. 5 (opravovala Kata Jasencdkova)

it tlomky od najmensieho po najvacsi, musime zistit ich
N A . lli ukazeme ten najviac pouzivany. Vzorec na obsah
A AN R ite, skiste si liet preco to tak j
N N 10 nepoznate, skuste si premysliet preco to tak je.
_— ] W e asah obdlznika.)
LY \ Z a E. Obsah trojuholnika A je Sa= (5 x 8) + 2 = 20,
5 A\ '_,,,.--""" G H L. . . . » "
P o kov B,D,F vypocitame tak, ze ich vpiseme do obdIznikov
NN A reme vpisat do obdlznika 7 x 4. Vznikn( ndm dva
X M N o 2)+2=4,ktoré musime odratat.

leud S5 = (/ X 4) — © — 4 = 15. rouopne uwvar D vpiSeme do obdiZnika 6 x 7 a odratame zbytoéné
trojuholniky, takze Sp= (6 x7) - (3x3) +2-(1x4)+2-(5x3)+2-(3x4)+2=22a
podobne F vpiSeme do obdlZznika 3 x4a Se,=(3x4)-(2x2)+2-(3x2)+2-(1x4)+2=5.
Ostali nam 2 casti, G a H. Pri Ulomku G si mnohi nevsimli, Ze to nie je trojuholnik, ale stvoruholnik. Na
obrazku to tak sice nevyzerd, no XY nie je Usecka, lebo ak ZY je uhloprie¢ka obdiznika 1*2, tak aj
Usecka XZ by musela byt uhloprie¢kou obdiznikov 1*2, ¢o viak nie je. Takze ¢ast G mdézeme rozdelit
na 2 trojuholniky XMZ a MZY, ktorych obsahy vieme vypoditat.

Teda S = Sxmz+ Swzv= (5x3) =2 + (3 x2) + 2 =10,5. Podobne ¢ast G mdzeme rozdelit na 2
trOjUhOInl’ky ad Obdllinlk, pOtom St = Swuny + Snopy + Syer = (2 X 4) =2+ (2 X 4) + (2 X 1) =2=13.
Overme, ¢i je sucet obsahov rovny obsahu ¢okolady: 20 + 4,5 + 12 + 18 + 22 + 5+ 10,5 + 13 = 105
Spoditali sme obsahy véetkych Glomkov, teraz ich stadi len zoradit: 4.5<5<10.5<12<13<18<20<22,
teda C<F<G<E<H<B<A<D

Odpoved": Poradie Ulomkov od najmensieho po najvacsi je C, F, G, E, H, B, A, D.

Poznamka : Mnohym z vas sa stalo, ze ste nejaky obsah nevyratali spravne. Na to je dobra skuska
spravnosti. Zistit, ¢i sucet véetkych obsahov je 105, alebo u tych, ktori nejaky obsah vyratali
odpocitanim zvySnych obsahov od celku, vyratat si ho aj priamo.

Tiez treba davat pozor na zapis: 4 x 6 = 24 + 2 = 12. Tento zapis je nespravny, lebo 4 x 6 = 24,

ale 24 sa nerovna 12. Spravny je zapis (4 x6) + 2 =24 +2 =12 alebo4x6 =24a24 + 2 = 12.

Priklad ¢&. 6 (opravovala Betka Bohinikovda) )
Najprv si zistime, aky by mal byt stéet v kazdom riadku, stlpci a uhloprie¢ke. KedZe do tabulky
ukladame vsetky ¢isla od 1 do 25 (ich sucet je 325) potrebujme mat vzdy rovnaky sucet na 5



kartickach (priCcom mam celkovy sucet rozdeleny na 5 skupin karticiek po 5). TakZe sucet v kazdom
riadku, stlpci a uhlopriec¢ke bude 65 ( = 325 + 5).

Teraz sa pozrime na sucty v nasej tabulke:

Mbzeme si v&imnut, Ze treti riadok aj stlpec maju uz sucet 65. KedZe potrebujeme opravit vela stuétov
presunutim len 4 karti¢iek, skusime treti riadok aj stipec uz nechat na pokoji. Zvysnych 10 suctov
potrebujeme zmenit. M6Zeme vymenit iba 4 karti¢ky a preto najprv porozmyslame ako vlastne ta

vymena funguje. KedZe nds zaujima iba zmena suc¢tu, neoplati sa ndm vymienat karti¢ky v tom istom

6 5 23 16 14 » 64
21 19 12 11 3 = 66, xisla 13 a 14. Spifiaji zatial vietky
15 8 1 24 17 —» 65 Cet zvacsi o jedna ma 67 (kedZe miesto 13 je
4 22 20 13 7 » 661265 Ale takisto sa mi zmenia aj riadky, 64 na
18 10 ° 2 25 > 64 :e jeden sucet, ale ostatné tri nie, pritom
i
o iR ; v v v ¥ ™ 64 50 v roznom stipci, riadku alebo uhlopriecke)
64 64 65 66 66 ky, tak 5 a ak su obidve z uhlopriecky, tak 6
suctov).

Ked chcem dostat vSade ten isty stcet, potrebujeme 5 stétov zmensit o jedna a 5 zvadsit o jedna.

KedZe dva z tych sucétov s na uhloprieéke, uréite budem 2 karti¢ky vymierfiat z uhloprieéky, a tie
zvysSné dve mimo nej, aby sme uz nepokazili tie dobré sucty. Z toho vychadza presne 10 zmien,

a preto po kazdej zmene potrebujeme dostat spravne sucty.

TakZe ak si vyberieme karticku z riadku kde chceme sucet zmensit, potrebujeme ju vymenit

s kartickou, kde ho chceme zvacsit. Rovnako to plati pre stlpce.

Pozrime sa na uhlopriecky, tam potrebujeme, aby sa nam zhodovali tri sucty. Jediné disla, o to
splfiaju st 11 a 6. KedZe ich rozdiel nie je jedna, tak nemdzeme vymenit tieto dve medzi sebou. Aby
sedeli suéty, potrebujeme 6 vymenit za 5 a 11 za 10. Ak sa pozrieme do nasej tabulky touto zmenou
dostaneme vs$etky sucéty rovné 65. Vdaka tomu, Ze na uhloprie¢kach sa dali zmenit len dve &isla (pri
nasich podmienkach) dostali sme jediné rieSenie.

Odpoved": Jediny spdsob ako vymenit ¢isla, je vymenit 6 za 5 a 11 za 10.



