JSMF ZILINA, FAKULTA RIADENIA A INFORMATIKY ZU
SEZAM, skolsky rok 2015/16, vzorové riesenia 3. zimnej série

Mili riesitelia,

spolu s tretou sériou sa kond¢i aj zimna cast tohtoroéného SEZAMU. Naika, Rudolfus,
Ebonika a Horus sa s vami do jari lGCia. Najsikovnejsich z vas ¢aka zimné sustredenie
v Svp Slpkova v Terchovej, ktoré sa bude konat v termine od 17. do 20. marca. Skoér
nez sa pustite do vyplnanla navratky, si eSte precitajte tieto vzorové riesenia.
Nezabudnite, Ze vSetko o SEZAMe najdete aj na www.sezam.sk

Za organizatorov vam vela Uspechov zela Martin Bachraty.

Priklad ¢ 1 (opravovala Iva Jancigova)

Zaénime na steny kocky umiestfiovat mandle tak, aby .9
sme ich pouzili ¢o najmensi pocet. Je jedno, ktorou 4 &
stenou zacneme. Na prednu stenu teda dame 1 mandlu. 7

Na Ziadnej zo susednych stien nemdzu byt 2 mandle, § — /]
ale na zadnej stene mézu. Tak ich tam dame. 3 mandle
nemdzeme dat na ziadnu zo zvysnych Styroch stien,
lebo by susedili so zadnou stenou a nebol by rozdiel n

aspofl 2 mandle. Ale 4 mandle uz mdézu byt. Dajme ich 5

teda na hornu stenu. 5 mandli tym padom nemdze byt

ani vlavo, ani vpravo, ale méze byt dolu. (Ni¢ by sa nestalo, keby sme 4 a5
vymenili.) Ostavaju nam teda este lava a prava stena. Na ani jednej z nich nemoéze
byt 6 mandli, lebo obe susedia s dolnou stenou, ktord ma mandli 5. Ale mézeme dat
vpravo 7 a vlavo 8 (alebo naopak vpravo 8 a vlavo 7). Vysledné rozmiestnenie je
nakreslené na obrazku. Spolu sme pouzilil + 2 + 4 + 5 + 7 + 8 = 27 mandli. Menej
ich nemdze byt, lebo ak chceme dodrzat pravidlo, Ze sa pocet mandli na susednych
stenach musi liSit aspon o 2, tak nemdZzeme pouzit tri za sebou idice pocty mandli
(napr. 1, 2, 3) - premyslite si, preco.

Poznamka 1: Niektori z vds zabudli zobrat do Uvahy pravidlo napisané v zadani, Ze
na kazdej stene je iny pocet mandli. Bez tohto pravidla stadi dat na prednu’ a zadnu
stenu po 1 mandli, na hornt a dolnu po 3 a na prednu a zadnu po 5. To je spolu 1 +
1+3+3+5+5=18 mandli.

Poznamka 2: A niektori z vas predpokladali, Ze na kaZdej stene kolacika musia byt
aspon 2 mandle. Toto je v matematike také zaujimavé: ked sa povie, ze vo vrecusku
je niekolko cukrikov, mézZe sa stat, Ze v rfiom je len 1 cukrik. Podobne aj s tymito
mandlami: ked’ je kaZda stena ozdobend mandlami, mysli sa tym, Ze mbzZe byt stena,
ktora ma len 1 mandlu.

Kazdy dielik obsahuje Sest Stvoréekov. To je dblezité, lebo
teraz vieme, Ze cokolvek ¢o zlozime z 6smych dielikov bude
obsahovat 6.8 = 48 Stvoréekov. My chceme postavit
obdlznik. R6znych obdlznikov, ktoré obsahuju 48 Stvorcekov I I
je len 5. Maju rozmery 1x48, 2x24, 3x16, 4x12 a 6x8. |_‘ |_|
Teraz eSte potrebujeme zistit, ktoré sa naozaj daju zlozZit,

ktoré nie a preco. LI_‘ '
Obdiznik s rozmermi 1x48 moze obsahovat len dieliky,
ktoré maju vySku nanajvys jedna a Sirku hoc aku, alebo Sirku nanajvys jedna a vysku
hoc aku. Také dieliky su v skladacke len dva, oba tvaru obdlZnika s rozmermi 1x6. My
chceme stavat velky obdlznik z smych dielikov, takze dva ndm stacit nebudu.
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Obdiznik s rozmermi 2x24 modze obsahovat len dieliky, ktoré maji vysku nanajvys
dva a Sirku lubovolnu, alebo Sirku nanajvys dva a vysku lubovolnu. Také dieliky su
v skladacke len $tyri. Dva tvaru obdiZnika z rozmermi 1x6 a dva tvaru obdiznika
z rozmermi 2x3. To uz je lepsie ale stacit nam to tiez nebude.

Ostatné obdlZzniky mame Sancu poskladat. Ze sa to naozaj da najlahSie dokazeme
tak, ze ich poskladdme. Na obrazku su nakreslené obdlzniky 3x16, 4x12 a 6x8, ktoré
su poskladané z 6smych dielikov Naikinej skladacky. Stadi ukazat jeden spdsob
zlozenia pre kazdy rozmer, lebo zistujeme ¢&i sa to da a nie ako sa to da.

Priklad ¢. 3 (opravoval Peto Novotny)
Aby sme nemuseli skisat privela moznosti, vS§imnime si najskor, ze dislo 101 je
neparne. Na Styroch severnych policiach je spolu 4:P zvitkov, ¢o je parne Cislo bez
ohladu na hodnotu P. Pocet knih na juznych policiach preto musi byt neparny a teda
aj Cislo K je neparne.
Skusajme teda za K postupne dosadzovat nepdrne dvojciferné &isla a ku kazdému
dopocitajme  prislusni hodnotu P. Pre vyslednu dvojicu hned skontrolujeme, i
vyhovuje zadaniu.
e Ak K = 11, tak kucharskych zvitkov je 3 - 11 = 33. Potom zvitkov o pyramidach
je 101 - 33 = 68, teda P = 68 + 4 = 17. Tato moznost nevyhovuje, pretoze v
Cislach 11 a 17 je spolu trikrat pouzita cifra 1. Zo zadania vSak vieme, ze zo
Styroch cifier, z ktorych su zlozené Cisla K a P, sa maju rovnat len dve.

e Ak K = 13, kucharskych zvitkov je 3 - 13 = 39. Potom zvitkov o pyramidach je
101 - 39 = 62, teda P = 62 + 4 = 15,5, Co vSak nie je celé dislo.

e Ak K = 15, kucharskych zvitkov je 3 - 15 = 45, zvitkov o pyramidach je 101 -
45 = 56 a P =56 + 4 = 14. Tato moznost vyhovuje - v Cislach 14 a 15 je
dvakrat pouzita cifra 1.

e Ak K = 17, kucharskych zvitkov je 3 - 17 = 51, zvitkov o pyramidach je 101 -
51 =50aP=50+4 =12,5 ¢o vsak nie je celé Cislo.

e Ak K = 19, kucharskych zvitkov je 3 - 19 = 57, zvitkov o pyramidach je 101 -
57 = 44 a P =44 + 4 = 11. Tato moznost nevyhovuje, pretoze v Cislach 19 a
11 je spolu trikrat pouzita cifra 1.

Dalej uz skusat nemusime. Ak totiz K = 21, tak kucharskych zvitkov je aspori 3 - 21
= 63, zvitkov o pyramidach je nanajvys 101 - 63 = 38a P <38 + 4 =9,5. Teda pre
ostatné hodnoty K uz nevyjde P dvojciferné cislo.

Jedina vyhovujica mozZnost je preto K = 15a P = 14.

Priklad ¢ 4 (opravovali Lenka Trojakova a Miro Hudec)
Mame 40 denarov, ktoré chceme vhodit do automatu tak, aby sme ziskali ¢o najviac
fig. Na zaciatku je na obrazovke automatu napisané cCislo 1. Ak vhodime do automatu
5 denarov, dislo na obrazovke sa vynasobi 2, ak vhodime 2 denare, k Cislu na
obrazovke sa pripodita ¢islo 3. Ako vhadzovat denare ¢o najvyhodnejsie?
Je taZké porovnat vyhodnost jednotlivych vhodeni denarov, kedZe hadzeme rbzne
poCty denarov a aj prirastok sa pri vhadzovani 5 denarov lisi s kazdym vhodenim. Co
v8ak mdézeme spravit je porovnat situdciu po vhodeni 10 denarov. Aby sme minuli
celych 10 denarov, mbézeme

a) Bud’ 5-krat vhodit 2 denére a ziskat na obrazovke &islo 16

b) alebo 2-krat vhodit 5 dendrov a ziskat tak na obrazovke d&islo 4.



Kedze 16 > 4, volime moznost a). Ostalo nam 30 dendrov. Ak by sme teraz prihodili
3-krat 2 denare, ziskali by sme na obrazovke cislo 25 a minuli 6 denarov. Ak vsak
vhodime 5 denarov, ziskame na obrazovke d&islo 32. Vyhodnejsie je teda pouzit
»,hasobiace" vhadzovanie - ziskali sme vacsie Cislo za menej fig. V dalSom kroku
moéZeme spravit tu istd Gvahu. Dostaneme Cislo 64 pri ,nasobiacom" vhadzovani a 41
pri 3-ndsobnom vhodeni 2 denarov. Cim dalej pdjdeme, tym viac sa ndm bude oplatit
vhadzovat 5 denarov, lebo budeme ¢&islom 2 ndsobit ¢oraz vacsie Cislo.

Najvyhodnejsi postup vhadzovania denarov je teda nasledovny - najskor vhodime 5-
krat 2 denare, ¢im ziskame na obrazovke cCislo 16 a potom vhodime 6-krat 5 denarov,
¢im dostaneme na konci na obrazovke Cislo 1024 a minuli sme tak vSetky denare.

Priklad ¢ 5 (opravoval Mojo Majdis)

Po niekolkych pokusoch isto kazdy pride na to, ze najkratSia cesta je po Siestich
slamkach. Je to preto, Zze Rachot musi ist aspori dvakrat dole, aspon raz dopredu
a aspon trikrat doprava a 2+1+3=6. A kedZe ma byt Rachotova cesta najkratsia, tak
to musia byt prave tieto pohyby a Ziadne iné.

Pozrime sa teraz na stavbu spredu. Vidime vlastne takyto Utvar.

Po tomto uUtvare ide Rachot dvakrat dole, trikrat doprava a raz sa nam zda, ze sa
ulieva - to vtedy ked ide dopredu. Po tomto Utvare sa Rachot pohne patkrat a teda
navstivi Sest vrcholov (rozmyslite si preco), a teda ma Sest moznosti kedy sa pohnut
dopredu - z nasho pohladu uliat sa. Celkovy pocet moznosti teda bude Sestnasobok
poctu moznosti ako ist z lavého horného rohu do pravého dolného rohu na tomto
obrazku.

Akymi spbsobmi mozeme zoradit dvakrat dole (D) a trikrat vpravo (V)? VypiSme si
vSetky moznosti:

DDVVV, DVDVV, DVVDV, DVVVD, VDDVV, VDVDV, VDVVD, VVDDV, VVDVD, VVVDD.
To je sice desat moznosti, no posledné tri musime vyskrtnat, pretoze tymi cestami sa
na nasom obrazku ist neda.

Ostava nam teda sedem moznosti. Celkovy pocet moznosti ktoré ma Rachot je teda
Sest krat sedem c¢o je 42 moznosti.

Priklad ¢ 6 (opravoval Mato Bachraty)
Pre mnohych z véas bolo najtazsou ¢astou Ulohy spravne pochopenie zadania. A naozaj
to bolo vcelku narocné. Za¢nime teda tym, Ze sa poriadne pozrieme na zadanie:
e Medzi ziadnymi dvoma tavami s rovhakym poctom hrbov neméze byt dva alebo
viac inych tiav s rovnhakym poctom hrbov.
Tu su dolezité dve veci:

Za prvé, nehovori sa ni¢ o tom, ze tavy, ktoré st ,medzi*, vadia iba ak maju iny
poCet hrbov ako tavy na okraji. To znamend, Ze rozmiestnenie tiav 2222 (takze 4
dvojhrbé tavy za sebou) nevyhovuje starovekej tradicii.

Za druhé, nehovori sa ni¢ oinych tavach medzi krajnymi. Takze ani
rozmiestnenie 34252132 nevyhovuje, lebo medzi dvoma 3-hrbymi tavami sa
nachadzaju dve dvojhrbé (a vela dalsich).

e Horus sa snazil zobrat do karavany ¢o najviac tiav.



To znamenda, ze najskér musime zistit, ak( najdihSiu karavanu vieme zostavit.
A potom sa pokusime zistit, kolko réznych karavan s tymto maximalnym poctom tiav
sa da zostavit.

Ked uz spravne rozumieme zadaniu, tak si vieme rychlo uvedomit, Ze z jedného
druhu mézeme mat v jednej karavane najviac 3 tavy. Ak by tam boli aspon 4 tavy
s rovnakym poctom hrbom, napriklad 1-hrbé, tak medzi dvoma krajnymi 1-hrbymi
tavami by boli aspori dve dalSie iné 1-hrbé tavy a zastup by nevyhovoval tradicii. Nuz
a aspon jednu karavanu s3 - 5 = 15 tavami urcite vieme zostavit, napriklad:
111222333444555.

Podobnych karavan vieme vyrobit dokopy 120, a to tak, ze si uréime lubovolné
poradie Cisel 1, 2, 3, 4 a 5 a nasledne ich v tomto poradi vypiSem, ale tak, ze kazdé
Cislo napiSeme az 3-krat. Premyslite si, pre€o je roznych poradi presne 120.

Teraz sa pozrime na jednu konkrétnu ztychto 120 karavan, napriklad
222444111555333. Ak teraz vymenime susediacu 2ku a 4ku, tak dostaneme zastup
224244111555333, ktory taktiez vyhovuje. Podobnld vymenu vieme spravit eSte na
troch dalSich miestach, konkrétne medzi 4 a 1, medzi 1 a 5 a nakoniec medzi 5 a 3.
Dokonca vieme spravit aj niekolko z tychto zmien naraz a stale dostaneme vyhovujuci
zastup.

Kolko tymito vymenami vieme dostat moznych zastupov? Mame 1 moznost, ked
nespravime ziadnu zmenu. Potom mame 4 moznosti, ak spravime prave 1 vymenu.
Pre 2 vymeny mame presne 6 moznosti (vyskusajte si). Pre 3 vymeny si vlastne
zvolime jedno zo Styroch rozhrani, kde vymenu nespravime. TakZze mame opat 4
moznosti. Nakoniec 4 vymeny vieme spravit jedinym sp6sobom. Spolu teda pre kazdu
zo 120 zakladnych karavan dostavame 1 + 4 + 6 + 4 + 1 = 16 moznosti. To je spolu
120 - 16 = 1920 karavan. Zamyslite sa, ¢i bude vSetkych tychto 1920 karavan
roznych (ina¢ povedané, ak zoberieme dva rozne zakladne zastupy, a pre kazdy
spravime niektoré vys$sie spomenuté vymeny, nemdze sa potom stat, Ze dostaneme
rovnaké zastupy).

Za takéto rieSenie by ste uz dostali plny pocet bodov, no v skutocnosti sme este
neskoncili. Nasli sme 1920 vyhovujlcich karavan, no nevieme, i neexistuju aj nejaké
dalSie vyhovujlce karavany s 15 tavami. Tu si len skisime naznacit, ako by sa dalo
dokazat, Zze iné moznosti uz neexistuju.

Ako prvy krok ukazeme, Zze medzi dvoma nasledujlicimi tavami s rovhakym poctom
hrbov méze byt najviac jedna tava s inym poctom hrbov. Nech to tak nie je, t.j.
medzi dvoma rovnakohrbymi tavami, povedzme 1-hrbymi, s aspon dve tavy s inym
po¢tom hrbov. Uréite nem6ézu mat rovnaky pocet hrbov, lebo by porusili tradiciu.
Mame teda nasledujucu situaciu: .1.2.3.1. Na mieste kazdej z bodiek mé6zu (ale
nemusia) byt dalSie tavy. Ak prejdeme vSetky moznosti rozmiestnenia zvysnych
dvoch 2- a 3-hrbych tiav, tak zistime, Ze musia byt rozlozené takto (ina¢ by
nevyhovovali tradicii): .2.2.1.2.3.1.3.3. No a teraz sa pokUsme umiestnit poslednu
- tretiu - jednohrb( tavu. Velmi rychlo zistime, Ze sa to neda. Takze sme dospeli
k tomu, ze medzi dvoma rovnakohrbymi tavami mdze byt najviac jeden tava s inym
poc¢tom hrbov.

V dalSom kroku by sme overili to, Zze tavy nemdzu byt rozlozené nasledovne: .12121.
(a to pre Ziadnu dvojicu, nie len 1 a 2). NuZ a nakoniec by sme ukazali, Ze kazdy
zastup splnajuci tieto pravidld je uz zahrnuty v ndjdenych 1920 moznostiach. Tieto
kroky vynechdvame, no skuste si ich dokazat sami :).



