JSMF ZILINA, FAKULTA RIADENIA A INFORMATIKY ZU
SEZAM, skolsky rok 2017/18, vzorové rieSenia 1. zimnej série

Mili riesitelia,
verime, ze sa uz pasujete s prikladmi z druhej zimnej série tohtorocného SEZAMu.
Sara a Arthur sa velmi potesSili vSetkym vasim rieSeniam. Taktiez dufaju, ze im
pombzete aj sich dalsimi problémami, na ktoré natrafia pri svojom putovani
vesmirom. Popri pocitani novych Gloh si mdZete precvicit vase matematické bunky pri
¢itani tychto vzorovych rieseni. )
ESte vas chceme poprosit, aby ste poctivo vyplnali celd hlavicku na kazdé jedno
rieSenie. Znacne nam to pomoOze pri organizacii. Skontrolujte si, ¢i mate v poradi
vSetky svoje Udaje spravne. A nezabudnite, ze vSetko o SEZAMe ndjdete aj na
stranke www.sezam.sk

Za organizatorov vam vela Uspechov zeld Martin Bachraty.

Priklad ¢. 1 (opravovali Ondro Belan a Adam Knaze)

Najskor zistime, aky sucet Cisel treba doplnit do jednotlivych vesmirnych kolies tak,
aby bol sucet vsetkych cCisel v kolese 39. Taktiez si zistime, aké Cisla esSte nie su
doplnené. Z toho vieme urcit, aké Ccisla s potrebnym suctom sa daju dosadit
a pokusime sa ich doplnit na spravne miesta. Pricom cisla m6zeme doplnit iba do
volnych miest a do kazdého volného miesta mézeme vlozit iba jedno Cislo.

Volné miesta oznacime pismenami od A po H a kolesa od ki po ks, aby sa nam
s nimi lepsSie pracovalo. Do ki treba doplnit stcet 16, do k2 stucet 19, do ks sucet 19,
do ks sucCet 13 a do ks sucet 18. Nedoplnené Cislasu: 1, 3,4, 5, 6,9, 14 a 15.

Do kolesa ki mb6zeme doplnit iba 1 a 15,
lebo medzi nepouzitymi cCislami nie je ina
dvojica so su¢tom 16. Cislo 15 nemdze byt v D,
lebo inak by sme v kolese k4 dostali spolu s uz
doplnenymi cislami sucet vacsi ako 39. Preto je
nutne v A &islo 15 a v D dislo 1. V ka mdzu byt
na volnych miestach iba &isla 1, 3, 4, 5 alebo 6,
lebo ak by sme pouzili iné nedoplnené dislo, tak
by bol sucet v kz privelky. Zatial' vSak nevieme
zistit, kde je aké Cislo.

V ks musia byt &isla 14 a 5, lebo su to
jediné dve eSte nepouzité Cisla, ktorych sucet
je 19. Cislo 14 nembze byt v G, lebo potom by
vo F a H mohli byt iba 1 a 3, pretoze su to jediné dve rézne Cisla davajluce sucet 4.
Ale ¢islo 1 je uz pouzité v D, takze tadto kombinacia nie je mozna. Preto musi byt v G
¢islo 5 a v C &islo 14. V ks mOze byt bud' trojica 1, 3, 9 alebo trojica 3, 6, 4. No v D je
uz Cislo 1, takze nutne musi nastat prva moznost, a teda do ks musime doplinit 3 a 9.
Cislo 9 nemdze byt v kz, takZze musi byt v H
a v E musi byt &islo 3.

Do ks sme uz doplnili ¢isla 9 a5, takze
teraz nam chyba iba 4 do suctu 18. Takze dcislo
4 bude Vv F. Posledné C(islo dosadime na
posledné volné miesto, Cize do B.

Dostali sme nasledovné jediné mozné
riesenie:




Priklad ¢&. 2 (opravovali Erika a Peto Novotni)

Najlepsie je, ak si na zaciatku aspon 50-krat zahrame hru. Aj my sme sa zahrali
a dopadlo to takto:

1 - 15-krat
2 - 11-krat
3 - 5-krat
4 - 7-krat
5 - 3-krat
6 — 3-krat
7 - 3-krat
10 - 1-krat
12 - 2-krat

Ako ste viaceri uviedli, nevieme naisto, aké cCislo sa najcastejSie nachadza na
prastarom zvitku. V nasom pokuse (a aj vo vacsSine Vasich) vysla najcastejsie
jednotka, ale niektorym z Vas pri 50 hrach vysla najcastejSie dvojka Ci dokonca
trojka. A nemo6zeme vylucit ani iné moznosti (aj ked ich Sanca je mensia), a to ani
v pripade Ze hrame viac ako 50 hier. Spravna odpoved teda je, ze s istotou sa
najCastejsie Cislo na zvitku urcit neda.

Ale vieme vypocditat aspon to, ako c¢asto sa ktoré cislo na zvitku nachadza

,priemerne" - teda vieme vypocitat pre jednu hru, aka je pravdepodobnost, ze skonci
po 1 hode kockou, po 2 hodoch, atd.
Hadzeme dvoma kockami a na kazdej z nich mame Sest Cisel. To znamena, ze mame
36 moznosti, 0 ndm mobze padnlt. Z tychto 36 moznosti je 9 takych, kde su dve
parne Cisla. To je 1/4. ZvySnych moznosti s 3/4 (1/2 parne a neparne; 1/4 neparne
a neparne). Z toho vyplyva, ze mame 25%-nuU Sancu, Zze nam padnu dve parne
a 75%-nu Sancu, ze nam padne nieco iné.

Predstavme si, ze mame 100 hier (100%). Podla pravdepodobnosti z tychto 100
hier priemerne 25 skondi uz po prvom hode (25%) a 75 pokracuje dalSimi hodmi
(75%). Tie hry, ktoré skondili, nechame tak a ideme hadzat druhy krat v ostatnych
hrach (ktorych je priemerne 75). Opat nam vyjde 25% hier, ktoré skondcia, ale
tentokrat to bude uz len priemerne 18,75 hier (18,75%), pretoze pocitame 25% len
70 75%. Dal$imi hodmi pokracuje priemerne len 56,25 hier (56,25%). Takto mdzeme
pokracovat este velmi dlho a ako mdzeme vidiet, pravdepodobnost sa nam bude
postupne znizovat (pretoze pocitame 25% ¢im dalej z mensieho zakladu). Preto je
najpravdepodobnejsie, Ze na zvitku bude najcastejsie napisané cislo 1.



Priklad ¢ 3 (opravovala Iva Jancigova)

Najprv poratajme, kolko je vsSetkych moznych kédov, vratane tych, ¢o lezia na
priamke, ale takych, v ktorych sa uz nemdzu opakovat Cislice (tie by ndm potom
urcite netvorili trojuholnik a museli by sme ich od¢itat). Prva dislica mbéze byt
hociktora z desiatich, druhd hociktora zo zvysnych deviatich a tretia hociktora zo
zvysnych 6smych. Teda vSetkych mozZnosti je 10 - 9 - 8 = 720.

Teraz sa pozrime, ktoré trojice Cislic lezia na spolocnej priamke - tie nevytvoria
trojuholnik. V riadkoch su to 1-2-3, 4-5-6, 7-8-9, na diagonalach 1-5-9, 3-5-7 a
v stlpcoch 1-4-7, 2-5-8, 2-8-0, 5-8-0, 2-5-0, 3-6-9. To je spolu 11 trojic. Kazda
z nich predstavuje 6 roznych kédov, napr.: 1-2-3 da kédy 123, 132, 213, 231, 312,
321. To, ze ich je 6, sa da zistit aj rovnako, ako sme pocitali pocet vsetkych kédov na
zaciatku: na prvé miesto dam jednu Cdislicu z troch, na druhé jednu zo zostavajucich
dvoch a na posledné tu, ¢o mi ostala, Cize pocet moznostije3 -2 -1 = 6.

Pocet vsetkych trojuholnikovych kodov je potom 720 - 6 - 11 = 654.

Poznamka k rieseniu:

Niektori z vas nasli r6zne systematické alebo menej systematické spésoby, ako tieto
kédy vypisat alebo nakreslit. Okrem toho, Ze je to velmi pracne, pri takomto
vypisovani je velmi lahké na niektord mozZnost zabudnut, Urcite to pri malych poctoch
poméze na preskumanie, ako sa tie moznosti spravaju - napriklad to, ako som ja
hore napisala, ze trojica Cislic da 6 kddov. Avsak pri velkom pocte mozZnosti sa treba
zamysliet nad tym, ako by sa dali spolitat’ aj bez toho, Ze by sme ich museli vypisat
vSetky.



Priklad ¢ 4 (opravoval Lenka a Miro Hudecovci)

Strany AB a AC su stranami rovnostranného
trojuholnika a zaroven stranami Stvorcov AYZC a AWXB, z
¢oho vyplyva, ze tieto Stvorce su zhodné. Preto mbézeme
povedat, ze |AZ| = |AX| (oboje st uhloprie¢kami Stvorcov,
o ktorych vieme, ze su zhodné) a teda trojuholnik AXZ je
minimalne rovnoramenny. Ak ukazeme, ze tieto jeho dve
strany zvieraju uhol 60°, tak bude dokonca rovnostranny.
V takom pripade budd totiz aj uhly pri zakladni tohto
~rovnoramenného" trojuholnika 60°.

Ukdzeme si dva sposoby, ako dokazat, ze
|2 ZAX| = 60°:

Predstavme si situaciu, Ze mame nase dva Stvorce nakreslené tak, ze sa Uplne
prekryvaju — bod A maju spolo¢ny, B a C sU na jednom mieste, Z a X su a jednom
mieste a W a Y su tiez na jednom mieste. Nasledne otac¢ajme stvorec AWXB v smere
hodinovych ruciciek tak, ze bod A sa nehybe - ako keby bol priSpendleny a to
dovtedy, kym nedostaneme situaciu, aka je znazornena a popisana v zadani. Kedze
velkost uhla CAB je 60° a Stvorec sme otacali ako celok, tak kazdy bod Stvorca sa
musel otodit o rovnakych 60°. Tym padom ale aj uhloprie¢ka AX sa otocila o 60° a
teda velkost uhla ZAX je 60°. Z toho vyplyva, ze trojuholnik AXZ je naozaj
rovnostranny.

Trocha klasickejSie riesenie je zistit velkost uhla ZAX ,cez Ciselkd". Vieme, Ze
trojuholnik ABC je rovnostranny a teda vSetky jeho vnatorné uhly si 60°. Preto aj
|2 CAB| = 60°. (1)

Utvary CAYZ a AWXB suU Stvorce a o Stvorci vieme, ze jeho uhlopriecka deli
uhol pri vrchole, ktorym prechadza, na polovice. Na zaklade toho vieme povedat, ze
|2 CAZ| = |2 BAX| = 45°. (2)

Z obrazka vidime, ze |2 ZAX| = |z ZAB| + |z BAX|. (3)

|2 BAX| pozndme, potrebujeme zistit este |z ZAB|. Usecka ZA je seénica uhla
|2 ZAB| a vidime, ze |z ZAB| = |2 CAB| - |2 CAZ| = 60° - 45° = 15°, (4).

Ked dosadime vysledok (2) a (4) do (3), dostaneme

|2 ZAX| = |2 ZAB| + |z BAX| = 15° + 45° = 60°,

Tymto sme ukazali, ze strana ZA a AX zvieraju uhol 60° a teda trojuholnik ZAX
je rovnostranny.

Poznamka k rieseniu:

Viaceri riesitelia sa snaZili ukazat, Ze trojuholnik AXZ je rovnostranny pomocou
rysovania a merania dlZzok Useciek. Rysovanie a meranie vSak nie su tym uplne
presnym dbkazom o tom, Ze nejaka Usecka & uhol maju namerant velkost. Pri
rysovani a merani sa dopustame réznych nepresnosti, samotné pravitko & uhlomer
nie su dokonale presné, ceruzka, ktoru pouzivame, ma tieZ nejaku hrubku. Naviac aj
rozdiel v dizke useciek o 0,01 mm znamena, Ze tieto uUsecky nie su rovnako dlhé.
Takyto maly rozdiel vSak nevieme bezZne dostupnymi a pouzivanymi poméckami
namerat a tym padom urcit, & su usecky rovnako dlhé alebo nie. Preto je dobré
pouZzivat rysovanie a meranie len na odhadnutie & kontrolu vysledku riesenia, ktory
ale musime vzdy odévodnit logickymi argumentmi.



