JSMF ZILINA, FAKULTA RIADENIA A INFORMATIKY ZU
SEZAM, skolsky rok 2017/18, vzorové rieSenia 2. zimnej série

Mili riesitelia,

prave sa vam do ruk dostali zadania poslednej zimnej série tohtoroného SEZAMu. Séara a Arthur vam zo
vzdialenej planéty Geometrios dakuju za vsSetky vase rieSenia. Teraz vas Caka tretia séria a posledna Sanca
zabojovat o Géast na zimnom sUstredeni. Predtym neZ sa pustite do rieSenia si eSte preditajte tieto vzorové
rieSenia, dozviete sa kde ste spravili pripadné chyby, a mozno sa dozviete aj iné sposoby ako sa dali uUlohy
vyrieSit. )

ESte vas chceme poprosit, aby ste poctivo vyplfiali celd hlavicku na kazdé jedno rieSenie. Znaéne ndm to pomdze
pri organizacii. Nezabudnite, Ze vSetko o SEZAMe najdete aj na stranke www.sezam.sk

Za organizatorov vam vela Uspechov Zelad Martin Bachraty.

Priklad ¢ 1 (opravovala Katka Carska)

Cast z vas uvaZovala, ze kazdy z bodov musi mat 2 alebo 4 susedov, druhd ¢ast ako
prijatelni moznost uvazovala aj 0 susedov. Za spravne rieSenia som zobrala oboje.
To, Ci je nula parne cislo necham uz na vas. V prvom pripade uUloha nema riesenie,
v druhom pripade su rieSenia dve. Ako sa k nim mézeme dostat ? Ako zistila vacsina
z vas, problémom su body po okraji Sachovnice, ktoré maju 3 susedov. Takymto je aj
bod A, ktord ma susedov B,C, D. Body B,C,D mdzeme podla podmienok ulohy ofarbit
Styrmi sp6ésobmi - B,C,D Cierne, alebo jeden z tychto bodov Cierny.

Ked ofarbime vsetky tri body na ¢ierno, postupne musime ofarbit na dierno aj dalsie
body - spolu 17 bodov - mé6zes ich vidiet na 2.obrazku. Ofarbenim bodu A na bielo
alebo na cierno dostaneme jediné dve riesenia ulohy (ak pripustime, moznost,
ze nula je parne dislo) - vyskusajte si to. RieSenia ulohy su na obrazku 3 a 4.

Ked' ofarbime na cierno bod B a body C, D na bielo, dostaneme po ofarbeni dalsich
bodov situdciu na obrazku 5. Problém nastane pri bode X, ktory bude mat troch
bielych susedov. Ulohe teda pri ¢iernom bode B a bielych bodoch C,D nema riesenie .
Podobna situacia nastane aj pri Ciernom bode D a bielych bodoch B,C ( vdaka symetrii
Sachovnice - vyskusaijte si to).

®

Ked' ofarbime na cierno bod C a body B,D na bielo, dostaneme po ofarbeni dalSich
bodov (toto si tiez vyskusajte sami) situaciu na obrazku 6. Problém nastane pri bode
X, ktory ma len jedného bieleho suseda. Tymto sme si presli vSetky moZnosti, ako
mozno zafarbit body B,C,D. Ziadna ind moznost, ako body ofarbit uz neexistuje.



Priklad ¢ 2 (opravoval Hynek Bachraty)

Vela z vas si este pred zaciatkom riesenia overila, Ze zo 6 karti¢iek mézeme vytvorit
presne 20 trojic, teda Sara s Arturom ich naozaj vyskusali a spocitali vsetky. (V
trojiciach vybranych kartiCiek nezalezi na poradi, kedZe na nom nezavisi ani sucet
Cisel na nich.) Mnohi si tiez vSimli a neskor aj vyuzili, ze kazda karticka sa vyskytuje
v 10 trojiciach, kazda dvojica karti¢iek v 4 trojiciach, z 5 karti¢iek viem vytvorit 10
trojic atd.

Samotné hladanie Cisel napisanych na karti¢kach malo svoju lahsiu a tazsiu cast. Po
chvili uvazovania alebo aj ski$ania sa skoro vSetkym podarilo zistit a skontrolovat, ze
karticky s ¢éislami 6,6,6,6,6 a 4 vyhovuji zadaniu a vytvorim z nich desat
sUétov (4+6+6=)16 a desat si(étov (6+6+6=)18.

O mnoho tazsie bolo vysvetlit, Ze sa to neda Ziadnym inym spdsobom, a na
kartickach s teda urcite zapisané cisla 6,6,6,6,6 a 4.

Vo vasich rieSeniach sa objavili dva hlavné napady preCo je to tak. Prvy len
naznacime. Predpokladajme, ze na kartickach su Cisla, ktoré si oznacCime tak, aby
A<B<C<D<E<F. (M6zu byt teda aj rozne, aj rovnaké, ale usporiadali sme ich podla
velkosti.) Urclite preto pre tri ,najmensie® plati A+B+C=16 a pre najvacsie
D+E+F=18. Teraz si m0zete rozpisat véetky moznosti aké tri prirodzené cisla daju
sucet 16, aké sucet 18, a tieto trojice kombinovat do spolo¢nej Sestice. Rychlo ale
zistite, Ze po spojeni spravidla dostanete aj iné sucty trojic ako 16 a 18. (Napr.
16=4+5+7, 18=5+5+8, ale tychto 6 Cisel na kartickach by dalo aj sucty 4+5+5=14,
5+5+7=17 atd.) Ak by ste prebrali ozaj vSetky moznosti, zostali by len jediné trojice
44+6+6=16 a 6+6+6=18.

To nas navadza na druhy spbsob riesenia. Vidime, Ze ked sU na kartickach rbézne
Cisla, hrozi ndm tiez, Ze budeme mat viac réznych suctov (a nie len 16 a 18). Skisme
preto postupne presnymi Uvahami zistit, kolko réznych &isel na kartickdch mdze byt.
Ak by boli 4 (alebo viac), mb6zeme Styri oznacit tak, aby A<B<C<D. Potom ale plati
A+B+C<A+B+D<B+C+D, a mame teda az 3 rozne sucCty. R6znych Cisel teda musi
byt menej.

Ak by boli tri, aspori jedno z Cisel by sa muselo zopakovat. Mdézeme teda
predpokladat, Ze mame karticky s ¢islami A,A,B,C. Potom ale zase dostdvame tri
rozne sucty A+A+B, A+A+C a A+B+C. Teda ani 3 rozne Cisla sa na kartickach
vyskytovat nemozu.

Zostava teda uz len moznost, Ze na karti¢kach su len dve rézne Cisla. (Ak by boli
uplne vsetky Cdisla rovnaké, dostaneme len jeden mozny sucet.) Kolkokrat je ale
kazdé z nich pouzité? Aspon jedno musi byt na kartickach aspon tri krat. Méze byt
druhé pouzité viac ako raz? Ak ano, mame k dispozicii karticky s cCislami A,A,A,B,B.
Z nich ale zase vieme dostat tri rozne sucty A+A+A, A+A+B a A+B+B.

Jedind moznost teda je, Ze na kartickach si dve rozne Cisla, jedno je pouzité raz
a druhé 5 krat. M6zeme ich oznadit A,A,A,A,A,B. Kedze A+A+A musi byt 16 alebo 18,
je uz lahké dokazat, Ze jediny vysledok je A=6 a B=4.



Priklad ¢ 3 (opravovala Denisa Muthova)
Mame dve kruznice k al, s rovnakym polomerom a so stredmi oznacenymi C a D.
Kruznice sa pretinajui v bodoch A a B. Priamka BC pretina kruznicu k v bode P

a priamka BD pretina kruznicu | v bode R. Aky je velky uhol PAR?

Pozrime sa ¢o vieme zistit priamo z obrdzka. Use¢ka BR je priemerom kruznice |,
kedZe prechadza cez jej stred D a body B a R lezia na kruznici I. Rovnako aj usecka
BP je priemerom kruznice k, kedZe prechadza cez jej stred C a body P a B lezia na
kruznici k. Kruznice maju zo zadania rovnaky polomer a teraz uz vieme ze aj priemer
|BP|=|BR].

Ako zistime uhol PAR? Najskor si ho zapiSme ako sucet uhlov BAP a BAR. KedZe
kruznice k a | maju rovnaké, staci nam urcit jeden z uhlov a druhy bude zhodny.
Vezmime si preto napriklad uhol BAR. Pre lepSie znazornenie, naCrtneme si obrazok
vpisaného trojuholnika ABR kruznici | aj s uhlami.

A R

B

Aky je velky uhol BAR, t.j. uhol gama y? Vieme, ze sucet uhlov v kazdom trojuholniku
je 180°. My mame na obrazku tri trojuholniky, prvy je ABR, druhy je ABD a treti je
ADR a teda aj tri rovnice (1., 2., 3.):

1: a+ B +vy=180°

2: a+ AN+ 0 =180°

3: w+p+p=180° 5
A uhly A + p su rovné 180°, kedZe lezia na UseCke BR (4. rovnica). Dalej vieme, ze
usecky AD, DB a DR su polomery kruznice l, teda maju rovnaku dizku. Preto
trojuholniky ABD a ADR suU rovnoramenné a maju rovnaké uhly pri svojich
zakladniach. To znamena, Ze uhol alfa a je rovnaky ako uhol delta 8, a uhol beta B je
rovnaky ako uhol omega w.



V rovnicovom znaceni:

2: a+A+a=180° --> A+ 2a = 180°

3: B+p+B=180° -->p + 2B = 180°
Vlozme si pravu stranu rovnice 2. do lavej strany rovnice 4., tj. A+ p = A + 2a
(lebo obe sa rovnaju 180°), po Uprave 2a = p.
Dosadme si tento vysledok do 3. rovnice B + 2a + B = 180°, teda a + B = 90° .
A na koniec pouzijeme 1. rovnicu a + B + y = 180°, po dosadeni predchadzajuceho
vysledku dostavame 90° + y = 180°.
A nd$ hladany uhol gama y = 90° (Mnohi z Vas vlastnost takéhoto trojuholnika
poznaju pod ndzvom Talesova kruznica). Ostdva ndm uz vyndasobit uhol gama dvomi
a dostaneme hl'adany uhol PAR, t.j. PAR= 2y = 180°.

Priklad ¢. 4 (opravovala Betka Bohinikova)

Do bezeckych pretekov sa prihlasilo 25 Te-Tivakov. Aby sme vedeli urcit ktory traja
skondili na prvych troch miestach, uréite musime vidiet kazdého Te-Tivdka bezat
aspon raz. KedZe naraz vedia bezat len piati, rozdelime nasich 25 sutaziacich do
piatich skupin po piatich bezcoch. Oznacme si jednotlivé skupiny A, B, C, D, E.

Zbehne 5 zavodov a dostaneme poradie pre kazdu skupinu.
A: A1, Az, A3, A4, As

B: Bi, B2, B3, B4, Bs

C: Cq, Cy, C3, C4, Cs

D: Di, Dz, D3, D4, Ds

E: E1, E2, E3, E4, Es

Na zaklade tychto vysledkov vieme Ze celkovy vitaz musi byt jeden z vitazov
jednotlivych skupin. Ak by to bol lubovolny iny sutaZiaci, tak by sme vedeli zZe
minimalne vitaz z jeho skupiny je rychlejsi. Aby sme nasli celkového vitaza nechame
bezat zdvod vitazov skupin. Z neho ziskame napriklad takéto poradie A, Bi, Ci1, D1,
Ei. Celkovy vitaz je teda Ai. Teraz zostava urcit prvé a druhé miesto. Kedze chceme
ur¢it poradie pomocou ¢o najmenej zavodov skisme sa teraz pozriet na to kto by
mohol teoreticky byt druhy alebo prvy.

Z vysledkov zavodu skupinovych vitazov vieme, Ze vsetci zo skupin D a E s pomalsi
ako bezci A1, Bi, Ci. A teda by nemohol nik z nich byt ani druhy ani treti. Rovnako aj
vSetci zo skupiny C su pomalsi ako bezec Ci. Mb6zeme takto dalej vyludit dalSich
bezcov, ku ktorym vieme najst vzdy troch rychlejsich. Vyli¢ime teda este bezcov Bs,
B4, Bs, A4, As. Zostali teda uz len bezci Az, As, B1, B2, C1. Nechame ich teda zabehnut
zavod, ziskame poradie. A vitaz tohto zdvodu bude celkovo druhy. A druhy bezZec
tohto zavodu bude celkovo treti.

Na urcenie troch najrychlejsich bezcov nam teda staci 7 zavodov.



