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Vzorové riesenia

Uloha é. 1 (opravoval Hynek Bachraty)

Aj ked' uloha mala jednoduché zadanie, riesili ste ju viacerymi zaujimavymi spdsobmi. Pripomeniem
zadanie: v jednom kruhu stoji 40 deti a drZia sa za ruky. (Aj ked sme to nenapisali, vietci ste spravne
predpokladali, Ze ide o normalne bytosti s jednou pravou a jednou lavou rukou.) Z tychto deti 22 povedalo,
Ze drzi (aspon) jedného chlapca, a 30, Ze (aspon) jedno dievca.

Vacsina z vas si vSimla, Ze 22 + 30 je viac ako 40, a teda niektori musi drzat chlpaca aj dievca. Viac
spbsobmi sa dalo zistit, Ze takych bude 12 deti, a potom 10 drZi oboma rukami chlapca a 18 oboma rukami
dievéa. (Pekna uvaha napriklad bola, Ze ked 30 drzi aspon jedno dievca, zvySnych 10 ani jedno, a teda len
chlapcov.) Ako teraz dalej?

Viaceri z vas pokracovali asi najjednoduchsou cestou, ked na zdklade tohto spocitali chlapéenské
a dievCenské ruky. KedZe 12 deti drZi presne jednu chlapensku a 10 deti presne dve chlapéenské ruky, spolu
ich je 12 + 2 - 10 = 32. A kedZe kazdy chlapec ma dve ruky, je ich 32 : 2 = 16. Podobne dievcat je polovica
z 12 + 2 - 18 = 48 dievéenskych ruk, teda 24. Pre kontrolu, spolu je to naozaj 40. Ale kedZe nasa uUvaha je
spravna, nie je to prekvapenie. Niektori miesto ruk podobne spocitali kolko je drzanych chlapcov a dievcat,
a Cisla potom tiez delili dvomi, lebo kazde dieta drZia jeho dvaja susedia. Aj toto vysvetlenie je v poriadku.

Problém ale bol, ked'ste pri ivahach to, akého suseda drzim, zacali zamienat za to, kto svojich susedov
drzi. Tato uvaha sice viedla k ¢iselne spravnemu vysledku, ale nebola Uplne spravna.

Druha velka skupina rieSeni vychadzala z toho, Ze ste nasli také rozostavenie deti, ktoré vyhovovalo
zadaniu. Nebolo to vébec jednoduché, a ¢asto ste na to vyuZili rozne zaujimavé napady a pozorovania, ako
rozostavenie, pricom v kazdom z nich vySiel spravny vysledok 24 diev¢at a 16 chlapcov. Vyhovujlcich
rozostaveni je ale naozaj vela. To, Ze v kazdom z nich bude pocet 24 a 16, vobec nie je samozrejmé, a bolo to
treba tiez zdovodnit.

Snad' najzaujimavejsie bolo zistenie, ktoré si vSimli niektori z vas. Ak je rozdiel poctu deti napriklad
(ako v nasej ulohe) 24 - 16 = 8, bude rozdiel poctu deti, ktoré drzia aspon jedno dievca a poctu deti, ktoré
drzia aspon jedného chlapca, tieZ vidy 8. Pri niektorych rozostaveniach 24 diev¢at a 16 chlapcov to teda bude
nasich 30 a 22, inokedy 28 a 20 alebo 32 a 24, ale vzdy s rozdielom 8. Pokial by bolo v kruhu rovnako vela
chlapcov a dievcat, pocet drzani bude vidy rovnaké Cislo, napriklad 20 a 20 (ak stoja na striedacku), alebo 22
a 22, ak stoja chlapci spolu a dievcata spolu. Pomocou tohto principu sa tieZ dalo najst rieSenie nasej tlohy,
ale najst jeho vysvetlenie bolo poriadne zloZité.



Uloha é&. 2 (opravovali Kristina Dura&ikovd a Maridn Kuréina)

Pod'me sa pozriet na to, ako sa menia Ziarovky v $tvorci 2 x 2 pri prepinani. Co sa tyka poctu Ziaroviek v
$tvorci, mame pat réznych situdcii:

1)

2)

3)

4)

5)

Mdame 4 zhasnuté Ziarovky:

Po zmene ndm pribudnu 4 rozsvietené Ziarovky.

Mdme 1 rozsvietenu a 3 zhasnuté:

Po zmene budeme mat 3 rozsvietené Ziarovky a 1 zhasnutd, v sieti nam pribudnd 2 rozsvietené
Ziarovky.

Mdame 2 rozsvietené a 2 zhasnuté:

Po zmene budeme mat opat 2 rozsvietené a 2 zhasnuté, teda pocet rozsvietenych Ziaroviek v sieti sa
nezmeni.

Mdme 3 rozsvietené Ziarovky a 1 zhasnutu:

Po zmene budu v Stvorci 3 zhasnuté a 1 rozsvietena, v sieti bude o 2 rozsvietené Ziarovky mene;j.
Mdame 4 rozsvietené Ziarovky:

Po zmene bude o 4 rozsvietené Ziarovky menej.

MozZeme si vSimnut, Ze pri kazdej zmene sa nam pocet rozsvietenych Ziaroviek zmeni o +4, +2, 0, -2

alebo -4 Ziarovky. Na zaciatku mal vedec jednu rozsvietenu Ziarovku, ¢o je neparny pocet. Kazdou zmenou
vie pocet Ziaroviek zmenit o parne Cislo, teda stdle ich bude neparny pocet. Nikdy nebude mat presne Styri
zasvietené Ziarovky, ktoré by sa dali usporiadat do policka 2x2 a potom vsetky naraz zhasnut.

Vsetky Ziarovky vo vedcovej sieti sa nedaju zhasnut.



Uloha é. 3 (opravovali Miska Vicdriovd a Kubo Kalog)

Pokial mame obycajna hraciu kocku, vieme z aktuadlneho disla vidy dostat Styri dalSie, kedZe to
posledné ¢islo je oproti nasmu danému. To znamena, Ze napriklad z jednotky sa vieme dostat do Cisel 2, 3, 4,
5. MoéZeme teda zacat tym, aky je najmensi mozny sucet, ktory vieme dostat, a teda aky je najmensi pocet
konarov.

Zaciname na jednotke a teda mame k dispozicii eSte 21 dalSich ¢isel. KedZe chceme najmensi sucet,
potrebujeme stale opakovat ¢o najmensie Cisla. Idedlne ak by sa nam tam podarilo mat vietky jednotky — to
sa ale ned3, takZe tam budu aj nejaké tie dvojky. KedZe z jednotky sa vZidy vieme dostat na dvojku a naopak,
vieme ich stale opakovat, a tak najmensi sucet bude mat postupnost 1,2,1,..,2ato11-1+11-2=33.

Podobne vieme prist aj na sucet najvacsi, kde neustale vieme opakovat 5 a 6 — ALE POZOR — zaCiname
na jednotke a teda sucet bude1+11-5+10-6=116.

Viaceri z vas teraz iba spocitali ¢isla medzi 33 a 116, vysSlo im 84 (pretoze s¢itavame Cisla aj vratane 33
a 116) a vyhlasili, Ze sa daju, pripadne nedaju spravit vsetky sucty medzi nim. Avsak, ako si moézeme byt isti
takymto tvrdenim? Podme si to ukazat.

Rozdelime si tychto 84 Cisel do skupin a zacneme skupinou Cisel od 34 do 66 a postupnostou 1, 2, 1,
..., 2, ktord ma sucet 33. V tomto pripade méZzeme postupne po jednej vsetky dvojky v rade vymienat za trojky
(skon¢ime pri 44), trojky za Stvorky (skoncime pri 55), Stvorky za patky (skonéime pri 66) a tak postupne
dostaneme naozaj vsetky Cisla (mbZete si to vyskusat). Vidy teda aj dodrZzime, Ze sa nam po sebe nebudu
opakovat Cisla, ktoré nevieme ziskat — 1 a6, 2 a5, 3 a4, kedZe medzi nimi bude vidy jednotka a Sestku
nepouzijeme.

Daldou skupinou su ¢&isla 83 ai 116, kde nechdme zdklad z postupnosti so suctom
116 -1, 5, 6, 5, ..., 5 a postupne opat vymieriame, tentoraz patky, za nizsie Cisla, az postupne budeme mat
1-1+10-6+11 - 2. Tym, Ze po Sestke nikdy nepoOjde jednotka a menime kazdé druhé ¢islo, mame aj
vyriesené, Ze sa urcite daju zvladnut.

NajzloZitejSia situacia nastava s Cislami 67 aZz 82. Parne Cisla z tejto skupiny vieme ziskat tak, Zze do
postupnosti 1, 5,1, 5, 1 ..., 5 so su¢tom 66 vieme namiesto jednotiek postupne davat trojky, samozrejme
okrem prvej jednotky, ktora je nemenna. Takto sa dostaneme azZ na postupnost 1,5, 3,5, 3, ..., 5 so su¢tom
86. No a neparne Cisla vieme dostat z tych parnych prave vtedy, ked'v postupnosti 1, 5,1, 5,1 ..., 5 so su¢tom
66 vymenime jednu patku za Stvorku, napriklad poslednu. Vznikne ndm postupnost 1,5,1,5,1,5,1,5,1, 5,
1,5,1,5,1,5,1,5,1,5, 1, 4 so su¢tom 65 V tejto postupnosti ndm postupne staci vymienat jednotky za
trojky (okrem tej prvej) az sa dostaneme k postupnosti 1,5, 3,5, 3,5, 3,5, 3,5, 3,5, 3,5,3,5,3,5,3,5, 1, 4,
¢o nam da sucet 83, ¢o uz mame spravené aj pri predchadzajiucej skupine a tym sme pokryli vsetky cisla v
skupine od 67 aZ 82 a zaroven aj a mame dokazané, Ze vieme naozaj spravit vietky sucty medzi 33 a 116.

Vieme teda dosiahnut 84 stromov, s najmenej 33 konarmi a najviac 116 konarmi.

Uloha é. 4 (opravovala Vierka Glevitzkd)

Pri pohlade na obrazok v zadani sa nam mézu zdat modré Sestuholniky rovnako velké. V zadani vsak
ni¢ také nie je napisané a obrazky v zadaniach mozu byt ¢asto nepresné. Skiisme sa teda zamysliet, ako to
v skutoénosti je. Mohlo by ndm pomdct, ked najdeme nejaké tsecky, ktoré maju rovnakd dizku a od ktorych
by sme sa mozno mohli odrazit.

Zo zadania vieme, Ze vSetky tri Sestuholniky st pravidelné a bod S je v strede strany najmensieho
z nich. Uhly v pravidelnom Sestuholniku su rovnaké a maju uhol 120°. MdézZeme si vsimnut, Ze vsetky uhly
v trojuholniku ABC su susedné k niektorému vnutornému uhlu nejakého pravidelného Sestuholnika. Vsetky
uhly trojuholnika ABC budd mat preto velkost 60° (180° - 120° = 60°). Toto plati aj pre trojuholnik SDE a teda
aj jeho uhly budu mat velkost 60°. Trojuholniky ABC a SDE su preto rovnostranné.



Oznaéme si dizku Usecky ES ako b . Ide o polovicu
strany Inajmenéieho Sestuholnika, takZe jeho strana bude -~
mat dlzku 2b. Trojuholniky ABC a SDE suU rovnostranné 120°
a preto budu mat véetky strany trojuholnika ABC dizku 2b a
strany trojuholnika SDE di?ku b. Use¢ka BS bude mat dizku
3b, kedZe je zloZena z useciek BC (2b) a CS (b). Strany
pravého modrého pravidelného Sestuholnika budu preto
dihé 3b. Usetka DF bude mat podobne dizku 3b, kedZe sa
sklada z useciek DE (b) a EF (2b). Strany lavého modrého
pravidelného Sestuholnika budu preto dlhé 3b. Modré 120°
Sestuholniky su teda rovnako velké.
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Skusme teraz zistit pomer obsahu opalovacej plosiny (Cerveny trojuholnik) k obsahu napustenych
bazénov (modré sestuholniky). Obsah trojuholnika pocitame ako (a - va) : 2, kde a je strana trojuholnika a va
vyska na tito stranu. Dalej vieme, Ze protilahlé strany pravidelného $estuholnika su rovnobezné. Ked teda
posunieme modré Sestuholniky tak, ako na obrazku, obsah ¢erveného trojuholnika nijako nezmenime, kedze
jeho vyska na stranu MN zostane rovnaka (bod L sme posunuli po priamke rovnobeznej so stranou MN).
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Sestuholniky si moéZeme rozdelit na rovnostranné

trojuholniky. Kazdy z nich si potom mézeme rozdelit pomocou
jeho vysky na dva rovnaké pravouhlé trojuholniky, ktoré maju
rovnaké obsahy. Tieto dva modré Sestuholniky su teda dokopy
tvorené 24 malymi trojuholnikmi. MdZzeme si vSimnut, Ze
trojuholnik LMN tvori polovicu obdlznika KLMN, ktory obsahuje
16 spominanych trojuholnikov. Obsah trojuholnika LMN je preto
rovnaky ako obsah 6smych malych trojuholnikov.

Pomer obsahu opalovacej plosiny k obsahu na pustenych
bazénov jeteda8:24,¢ojel:3.

Dalsie pekné riesenie spocivalo v tom, Ze ked' Sestuholniky
rozdelime na rovnostranné trojuholniky, tak potom bude vyska
Cerveného trojuholnika 4-krdt dlhsSia, ako vyska rovnostrannych
trojuholnikov, na ktoré sme sestuholniky rozdelili. Obsah
sestuholnikov je teda rovny obsahu dvandstim rovnostrannym
trojuholnikom:

3b * Ul
2
Obsah cerveného trojuholnika:
3b - 7.72 _ 3b '(4’ * 171)
2 2

12 -

= 18b " Ul

=2'3b'171=6b'171

Pomer nam teda znova vyjde 1 : 3.



