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Uloha é. 1 (opravovala Vierka Glevitzkd a Matej Halamay)

Chceme najst vietky moZnosti, ako sa da pernik nakrajat na rovnaké obdiznikové kusky tak, aby ich
mala Klara aj Peter rovnako. Ocino zje rohové kusky, ktoré su vzdy Styri, Kldara dostane okrajové kusky a Peter
dostane stredové kusky.

Bolo by super, keby sme si nasli nejaky systém alebo spdsob, ktorym budeme preverovat jednotlivé
moznosti. To ndm pomoze, aby sme Ziadne mozZnosti neprehliadli alebo nevynechali a aby sme si mohli byt
isti, Ze sme nasli naozaj vsetky.

Nakrajany kola¢ si mozeme predstavit ako tabulku s riadkami a stipcami. Ak je teda kola¢ nakrajany
na 3x5, tak to bude pre nas znamenat, Ze sme kola¢ nakrajali na 3 riadky a 5 stipcov.

Zacnime teda od tych moznosti, kde je pernik nakrdjany na najmenej kuskov. Vieme, Ze pernik ma
vzdy 4 rohové kusky, takze mbze byt nakrajany na najmenej 4 kusky, teda na 2x2. V tomto pripade je dokonca
pernik nakrdjany spravodlivo. KedZe neexistuju ziadne okrajové a ani stredové kusky, tak Klara
a Peter dostanu rovnako (0 kuskov) a ocino zje cely pernik. -

Zvacsime trochu pocet stipcov a pernik nakrajajme na 2x3. Teraz dostane Klara 2 kusky, zatial ¢o Peter
nedostane Ziaden. Co ak pernik nakrdjame na viac stipcov? Peter znova ni¢ nedostane, lebo tam nebudu
siadne stredové kusky. Teda ak pernik nakrdjame na 2 riadky a aspoi 3 stipce, tak sa pre Petra nenajdu Ziadne
stredové kusky a bude to nespravodlivé. Podobne, ak nakrajame kola¢ na 2 stipce
a aspon 3 riadky, tak sa Petrovi Ziadne kusky neujdu, zatial ¢o Klara ich bude mat EE.

aspon dva. Ide o tu ista situdciu, iba otocent o 90°.

Dal$ia moZnost by bola 3x3. Peter by mal iba 1 kusok, zatial €o Kldra by mala a7 4. Ak by sme ale pridali
jeden stipec, tak by Peter dostal 2 kusky a Klara 6 kiskov. Pridanim dal$ieho stipca dostane Klara dalsie 2
kusky navyse, zatial ¢o Petrovi pribudne iba 1. Ked teda pridame dal3i stipec, tak v kola¢i pribudne 1 stredovy
a 2 okrajové kusky. Preto bude mat Klara stale iba viac a viac kuskov ako Peter I

a nikdy nebudd mat narovnako. Ak by sme pernik rozkrajali na 3 stipce a aspoii 4
riadky, tak je to stale td ista situacia, iba otocena o 90°.

Dal$ia moznost je teda 4x4. Klara by mala v tomto pripade 8 kiskov a Peter iba 4. Ak by sme pridali
jeden stipec, tak by mala Klara 10 kuskov a Peter iba 6 kuskov. Pridanim stipca pribudnt 2 stredové a 2
okrajové kusky. Pridavanim stipcov teda pribudne Petrovi aj Klare vidy rovnako H

vela kuskov, takze ich nikdy nebudu mat rovnako vela. Ak by sme pernik rozkrajali |
na 4 stlpce a aspon 5 riadkov, tak je to stale to isté, iba otoc¢ené o 90°. |

Dal3ia moznost je 5x5. Klara by mala v tomto pripade 12 kuskov a Peter
iba 9 kuskov. Ked priddme jeden stipec, tak bude mat Klara 14 kuskov a Peter 12. Pridanim stipca pribudnt
3 stredové a 2 okrajové kusky. Petrovi teda pribudne vidy o 1 kusok viac ako Klare, a teda ma Sancu ju
dobehnut. Postupnym pridavanim stipcov sa bude rozdiel medzi Petrovymi a Klarinymi kdskami zmengovat
o 1. Po pridani troch stipcov budi mat teda rov?ako vela kuskov. Vtedy -
nakrajame pernik na 5x8. Pridavanim dalSich stlpcov bude Petrovi vzdy
pribudat o 1 kisok viac ako Klare, ¢ize by mal Peter stale viac a viac kiiskov
ako Klara. Ak by sme pernik rozkrajali na 5 stipcov a aspofi 6 riadkov, tak je
to stale to isté, iba otocené o 90°. -

Dal$ia moZnost je 6x6. Klara aj Peter maju v tomto pripade 16 kiskov. Ak priddme jeden stipec, tak
pribudnt 4 stredové kusky a 2 okrajové kusky. Petrovi by teda pribudlo o 2 kusky viac ako Klare a mal by stale
viac a viac kuskov ako Klara. To isté plati aj pre pridavanie riadkov. A aj keby sme pridavanie riadkov a stipcov



kombinovali, tak by vzdy Petrovi pribudli aspon 4 kusky, zatial ¢o Klare by pribudli vidy iba 2 kusky.
Pri hocijakom pridani riadka alebo stipca pribudne Petrovi viac kiiskov ako Klare (aspori o 2 kusky viac), Keby
sme teda pridali fubovolne vela riadkov alebo stipcov, tak by mal Peter vidy viac kiskov ako Klara. Ziadne
dalSie moznosti uz preto neexistuju.

Preto vieme povedat, Ze pernik mohol byt nakrajany iba nasledovnymi spésobmi:

Uloha é. 2 (opravovala Iva Jancigovd)

D C Velkd pochvala pre vas, riesitelky a riesitelia, za tvorivost, lebo
na tento priklad ste nasli kopu réznych rieseni. Niektori/é ste pouZili
o Pytagorovu vetu na dopocitanie rozmerov a z nich obsahov, niektori/é ste
nakreslili obalku na Stvorcekovd siet a poditali Stvoréeky a ich ¢asti, niektori/é
ste rozdelili obélku na zhodné trojuholniky, niektori/é pracovali so zhodnymi
uhlami, podobnostou a pomermi, niektori/é ste vhodne dokreslili rovnobezky

G a popreklapali malé trojuholniky do kriza tvoreného piatimi Stvorcami. Jedno

rieSenie dokonca scitovalo ,nekonecny” rad. V tomto priklade sa naozaj

B~ B ukazalo, Ze nie je len jeden spravny postup, ale Ze k rieSeniu sa da dopracovat

A E B roznymi cestickami. VSetky sa sem do vzorakov nezmestia, takze uvediem len

jednu z nich, ale aj tie ostatné (pokial su poriadne zd6vodnené) su za plny
pocet bodov. Krasne vymyslajte aj dalej a teraz uz k jednému moznému rieSeniu.

V geometrickych Glohach je uZito¢né si na zatiatku pooznacovat body, uhly, dizky alebo iné
informdcie, ktoré zo zadania mame. V naSom pripade napriklad vrcholy Stvorca oznacime A, B, C a D, stredy
stran AB a BC oznacdime postupne E a F a prieseénik Useciek DE a AF oznaéime G. Dalej oznacime uhol ADE
ako a a vS§imneme si, ze uhol FAB je rovnako velky (Cize tiez a), pretoze A DAE a A FAB su zhodné (podla vety
sus —jednaich strana je strana Stvorca, jedna strana je polovica strany stvorca a uhol, ktory zvieraju, je pravy).

Dalej si oznaéime uhol DAG ako R a viimneme si, e uhol AED ma tie? velkost R. Je to preto, e
pri vrchole A je a + R =90° a v A AED uhol pri vrchole E je 180° —90° — a = 90° — q, CiZze B. Z toho vyplyva, Ze
A DAG a A AEG su podobné (podla vety uu, tie dva uhly st a a B; treti je 90°, CiZe su aj pravouhlé).

Dizka tsecky AE je polovica dizky strany AD, &ize A AEG a A DAG st podobné v pomere 1:2. Ich obsahy
su potom v pomere 1:4 (pretoZe zakladria mensieho je polovica zdkladne vacsSieho a vyska mensieho je

.....

Plocha A DAE je 1/4 obsahu Stvorca (strana DA je stranou Stvorca a vyska AE na fu je polovica strany
Stvorca). Preto zlata plocha DAG je 1/4 - 4/5 = 1/5 plochy Stvorca (celej obalky).

Potom si vS§imneme, Ze druha zlatd plocha (Stvoruholnik GEBF) ma rovnaky obsah ako A DAG, pretoze
je to plocha A ABF (rovnaka ako plocha A DAE) bez plochy malého A AEG.

Cize celkovo zlata €ast je 1/5 + 1/5 = 2/5 plochy celej obalky, ¢o vieme inak zapisat ako pomer 2:5.
Uloha é&. 3 (opravoval Hynek Bachraty)

Nasou ulohou bolo zistit a zdévodnit, ¢i sa pomocou dvoch kuziel da z jednej bunky namnoizit presne
60 (prvy vedec), a ¢i sa da namnoZit kazdy pocet buniek vacsi ako 60 (druhy vedec).

Skoro vsetci ste si spravne vsimli, Ze ak po kuzle pribudne 8 alebo 12 buniek a pévodnd bunka zanikne,
je to pre pocet buniek to isté, ako ked bunky zostavaju zachované a postupne pribdda 7 alebo 11 buniek.
Z toho bol uz len kusok k napadu, Zze vSetky mozné pocty buniek, ktoré sa daju kdzlami dosiahnut, sa daju



vyjadritako1+m -7 +n -11, kde m a n st [ubovolné prirodzené Cisla (vratane 0). NezaleZi pri tom na poradi,
v akom kuzla pouZivame, ale len ktoré kolko krat.

V udlohe treba najskér vysvetlit, ¢i takto vieme vyjadrit &islo 60. Zdévodnit je to najjednoduchsie tak,
ze vyskusame vsetky mozZnosti ako by sa dalo dosiahnut Cislo 60, a ukazZe sa, Ze ani jedna ndm nevyjde.
Pri zdovodneni ale musi byt jasné, Ze sme pri skdsani naozaj preskimali vSetky moZnosti a Ziadnu
nepreskodili. (Inak by to, Ze ndm nevyslo 60, mohla byt len nasa nesikovnost alebo nepozornost.)

Dobry systém je uvedomit si, Ze pri hladani ma zmysel pouzit druhé kuzlo ,+11“ najviac patkrat. Ak
by sme ho pouZili Sestkrat, mame uz 1 + 6 - 11 = 67 buniek, a to je uz zbytocne vela.

Preskimame teda vSetky hodnoty 1 +n -11 pre n od 0 po 5 a pozrieme, kolko eSte zostdva do 60:
1+0-11=1, zostava 59, 1+1-11=12,z0stdva 48, 1+2-11=23,zostdva 37
1+3-11=34, zostdva 26 1+4-11=45, zostava 15 1+5-11=56, zostava 48

Zvysok do 60 by sme ale museli zabezpecit prvym kazlom, ktoré priddva vidy 7 buniek. Vidime, Ze
Ziadny zo zvyskov nie je nasobok ¢isla 7, a teda druhym kuzlom sa pre Ziadnu moznost ku 60 nedostaneme.
Odpoved teda je, Ze prvy vedec nemal pravdu.

Druhd hypotéza bola, Ze sa nam podari nasimi kuzlami dosiahnut ateda vtvare 1+m -7 +n - 11
vyjadrit kazdé ¢islo od 61. Tu je problém, Ze ked nie¢o chceme dokazat pre nekoneéne vela Cisel, nestaci
nam len skusat, ale musime ndjst postup, ako sa neobmedzene dostavat k stale vacsim cislam. Takych
systémov je viac. Najjednoduchsie bolo uvedomit si, Ze ak vieme vyjadrit napriklad 61 (1 +7 - 7 + 1 - 11),
vieme opakovanym pouzivanim prvého kuzla k 61 postupne priddvat +7, a teda dosiahnut aj ¢isla 68, 75,
82, ...atak dalejaZz do nekoncena. Podobnez 62 (1+4-7+3-11)vieme dalej dostat 69, 76, 83 atd". Po troche
skdsania vacsina z vas zistila, Ze vieme dosiahnut aj ¢isla 63, 64, 65, 66 a 67, a dalej ich zvacSovat o +7. KedZe
ale od 61 po 67 ide o sedem za sebou nasledujucich &isel, priddvanim sedmiciek k nim uz mame zabezpecené,
e postupne vyjadrime kazdé z ¢isel vacsich ako 60 a ziadne urcite nepreskoéime. (Uplne presne sa to da
vysvetlit pomocou zvyskov po deleni ¢islom 7). Druhy vedec teda mal pravdu.

Ak v rieSeni nebol systém spolahlivého prehladdvania Cisel alebo pokracovania do nekonecna
dostatocne jasne popisany a vysvetleny, nebolo za pIny pocet bodov. V niektorych rieSeniach bol aj zaujimavy
napad, Ze ked sa namiesto poutZitia troch kuziel ,+7, ktorymi pribudne 3 - 7 = 21 buniek, pouZije dvakrat
kazlo ,+11“, ktoré prida 22 buniek, vieme tak pocet buniek postupne o 1 zvySovat. Ale nech by ste zacali
z akého kolvek vyjadrenia, pri tom postupe po ur¢itom ¢ase vymenite vsetky kuzla ,+7“ za ,,+11“ a jednicku
uz nebudete vediet pridat. Za tento postup preto tiez nebol plny pocet bodov.

Uloha & 4 (opravoval Jan¢i Jakubik)

I”

Ako prvé si treba uvedomit, Ze neexistuje , desatinny goé
celé Cislo.

, teda pocty gélov v brankach budu vidy

Nepozname presny pocet gélov desat minut pred koncom tréningu, ale vieme si tento pocet oznadit
napriklad ako G. Vieme, Ze pomer gélov v brankach desat minit pred koncom tréningu bol 2:3:3. To znameng,
Ze tento pomer nam rozdeli G (pocet gdlov desat minut pred koncom tréningu) na osem rovnakych céasti (2
+ 3 + 3 =8). V prvej brane budu dve rovnaké casti, v druhej brane tri rovnaké Casti a v tretej brane tiez tri
rovnaké Casti gélov. O jednej rovnakej Casti vsak nevieme povedat kolko presne golov predstavuje, iba Ze
predstavuje 1/8 z G. Ak sa nad tym zamyslime, tak G musime vzdy vediet rozdelit na osem rovnakych ¢asti,
bez ohladu na to, kolko gélov jedna rovnaka ¢ast predstavuje, a teda G musi byt delitelné 6smimi.

Podobne sa vieme zamysliet aj nad poctom gdlov v brankach po konci tréningu. Nepozname presny
pocet gdblov, ale vieme, Ze ich bolo o dvadsat viac ako pocet gdélov desat minut pred koncom tréningu.
MozZeme teda napisat, Ze ich bolo G + 20. Pomer gélov v brankach po konci tréningu bol 7:10:9. To opat
znamena, Ze ndm tento pomer rozdeli G + 20 na 26 (7 + 10 + 9 = 26) rovnakych Casti. Tieto rovnaké casti su
vSak iné ako rovnaké casti spominane skor, lebo vznikli ziného pomeru. V prvej brane bude sedem rovnakych
Casti, v druhej brane desat rovnakych Casti a v tretej brane devat rovnakych ¢asti gélov. G + 20 musime vzdy



vediet rozdelit na 26 rovnakych casti bez ohladu na to, kolko gélov jedna rovnaka Cast predstavuje, a teda
G + 20 musi byt delitelné 26.

Zistili sme, Ze G musi byt delitelné 8 a G + 20 musi byt delitelné 26.

Skusme teraz najst také pocty golov, ktoré budu delitelné 26 bezo zvysku. Urcite to budu celodiselné
nasobky Cisla 26, a teda G + 20 by mohli byt nasledovné pocty gdélov: 26, 52, 78, 104, 130, 156, 182, 208, 234,
260, 286, 312, 338, 364, 390, 416, 442, 468 a tak dalej.

Ak od tychto poctov goélov odpocitame 20, dostaneme G a pre G vieme, Ze musi byt delitelné 8.
Skdsme teda ¢i vyhovuje pocet gélov 26:
G+20=26 /-20
G=6
Vieme, Ze 6 nie je delitelné 8 bezo zvysku, a teda ani moiny pocet gbélov na konci tréningu 26
nevyhovuje.

Overme si takto prvych 18 moznych poctov gélov na konci tréningu (zapiSeme si to do tabulky):

G+20 26 |52 |78 | 104 | 130|156 | 182 | 208 | 234
G 6 32 |58 |8 |110| 136|162 | 188|214
G delitelné 8 bezo zvysku? | nie | ano | nie | nie | nie | ano | nie | nie | nie

G+20 260 | 286 | 312 | 338 | 364 | 390 | 416 | 442 | 468
G 240 | 266 | 292 | 318 | 344 | 370 | 396 | 422 | 448
G delitelné 8 bezo zvySku? | dno | nie | nie | nie | ano | nie | nie | nie | ano

Pre tie moznosti poc¢tov gélov G a G + 20, pri ktorych je G delitelné 8 bezo zvysku, sa podme pozriet
na pomery golov v jednotlivych branach.

Ak G =32 a (G +20) =52:
10 minat pred koncom tréningu: (2*4):(3*4):(3*4) => 8:12:12
Po konci tréningu: (7*2):(10*2):(9*2) => 14:20:18
Vsimnime si, Ze pocty gdélov v brankach vidy iba narastali, a teda tato moznost je jednym z rieseni
prikladu.

Ak G =136 a (G + 20) = 156:
10 minut pred koncom tréningu: (2*17):(3*17):(3*17) => 34:51:51
Po konci tréningu: (7*6):(10*6):(9 *6) => 42:60:54
Pocty golov v brankach narastali, a teda tato moznost je dalsim z rieSeni prikladu.

Ak G =240 a (G + 20) = 260:
10 minat pred koncom tréningu: (2*30):(3*30):(3*30) => 60:90:90
Po konci tréningu: (7*10):(10*10):(9 *10) => 70:100:90
Pocty golov v brankach narastali, a teda tato moznost je tiez rieSenim prikladu.

Ak G =344 a (G + 20) = 364:
10 minut pred koncom tréningu: (2*43):(3*43):(3*43) => 86:129:129
Po konci tréningu: (7*14):(10*14):(9*14) => 98:140:126
V tejto moznosti si vS§imnime, Ze v tretej brane je pocet gélov 10 minut pred koncom tréningu vacsi
ako po konci tréningu (129 > 126), ¢o nie je mozné, lebo zaporné gély neexistuju. Teda tato moznost nie je
rieSenim prikladu.

Kazda dalsia moznost pre G a G + 20 uZ nie je mozna, pretoZe sa vidy najde branka, v ktorej sa pocet
gblov bude zmensovat (preco sa tak deje uzZ nie je sucastou rieSenia, ale mozZete na to prist).

V zadani sa pytame na pocet gdlov dokopy, ktoré Peter strelil pocas tréningu, a teda odpoved je ze
Peter pocas tréningu mohol strelit bud’' 52, 156 alebo 260 gélov.



