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Vzorové riesenia

Uloha é. 1 (opravovali Miska Rosinskd a Matka Gariovd)

Zo zadania vieme, Ze trojuholnik PRQ je rovnoramenny so zakladriou PR. V rovhoramennom trojuholniku
maju uhly pri zakladni vZdy rovnaku velkost. Uhly QPR a PRQ maju oba rovnaku velkost, ktord si moézeme
oznacit a. Sucet uhlov v trojuholniku je vidy 180° a tak vieme vypocitat velkost uhla SQP ako
180° —a— a— 20° = 160° — 2a.

Zo zadania taktieZ vieme, Ze aj trojuholnik TSQ je rovhoramenny so zakladrfiou TS. Uhly STQ a QST maju

teda rovnaku velkost. KedZe sucet vnatornych uhlov v trojuholniku TSQ je 180°, velkost uhlov STQ a QST
180° — (160° — 2a) _ 180° — 160° +2a __ 20° + 2a o
> = > =— = 10° +a.

vieme vypocitat ako

Uhol PTQ je priamy a md teda velkost 180°. Uhol STP ma potom velkost
180° — (10°+ a) = 180°—=10°—a = 170° — a.

Trojuholnik PST ma sucet vnatornych uhlov 180° a teda hladanu velkost uhla TSP vieme vypocitat ako
180° —a — (170° —a) = 180° —a — 170° + a = 10°.

Uhol TSP ma velkost 10°.

Uloha é&. 2 (opravoval Adam Kriaze)

Hladdme najvacésie podpriemerné Cislo, vacsina z vas teda zacala tym, Ze ste zobrali cifru 9 a k nej
pridavali dalSie cifry tak aby vznikajuce Cislo bolo stdle podpriemerné. Takto objavime prvé dolezité
pozorovanie, konkrétne Ze snazit sa poskladat ¢o najdlhsie Cislo sa oplati viac ako pouzivat za kazdu cenu
najvacsie mozné cifry.

Napriklad ak zac¢iname deviatkou a vedla nej pouZijeme osmicku, dalej mézeme do Cisla pridat uz len
dalSiu osmicku alebo deviatku. Najvacsie Cislo ktoré takto dostaneme je 9889. Ak namiesto osmi¢ky dame do
Cisla sedmicku dalSie Cislo moze byt Sestka (lebo trojica 976 bude stéle podpriemerna). Najmensia cifra, ktoru
mozZeme dalej pridat je 6, po nej 7 a nakoniec 9. Dostali sme tak podpriemerné Cislo 976679, ktoré je zjavne
vacSie ako 9889.

Tento postup mdzeme opakovat aj dalej, je vsak dost pracny a lahsSie sa pri nom da pomylit alebo
zabudnut vyskusat vsetky relevantné moznosti. Viaceri ste si tak neoverili ¢i je Cislo, ktoré ste nasli naozaj
najvacsie mozné.

Podme sa teda namiesto skdsania nad hladanymi Cislami eSte zamysliet. Na vsetkych podpriemernych
&islach, ktoré sme doteraz nasli si mézeme viimnut, Ze spifiaju jednu podmienku: Zadinaju sa velkou cifrou,
nasledne sa cifry postupne znizuju az v strede dosiahnu minimum a potom sa zase postupne zvysSuju az
skoncia zase velkou cifrou. Keby si cifry nakreslime do grafu dostaneme tvar pismena V alebo U, pripadne
z pohladu geografie to bude to nejaka dolina. Nikdy v takomto grafe nebudeme mat , kopec”, teda cifru ktora
susedi z oboch stran s mensimi ciframi, lebo by potom nemohla byt mensia ako priemer jej susedov.



Ak teda postupne skladame podpriemerné Cislo zfava doprava, vidy bude platit, Ze akonahle pridéame na
jeho koniec cifru vacsiu ako ta pred nou, dalsie pridané cifry budi musiet byt tiez uz len vacsie (inak by vznikol
v grafe kopec). To znamend, Ze cifry budeme mdct pridavat len kym nenarazime na najvacsiu
z nich — deviatku. Podme teda zistit kolko najviac cifier vieme takto pridat do Cisla. Zaéneme najmensou
moznou, teda nulou. Vedla nej mo6Zeme dat eSte jednu nulu a potom musime pridat aspon jednotku aby bolo
¢islo podpriemerné — 001. Dalej uz nemdzeme pridat dvojku (0012 nespltia zadanie lebo priemer tretej cifry
a jej susedov je rovnaky), musi tam byt aspofi 3, teda mame 0013. Dalej nestaci 4 ani 5, treba aspon 6, ¢ize
00136. Najvacsia cifra, ktoru vieme este pridat je 9, ani to vSak nestaci aby bolo Cislo podpriemerné (369
nesplia podmienku), vieme teda, Ze k najmensej cifre vieme napravo do &isla pridat najviac $tyri dalSie cifry.

KedZe sme zacinali najmensou cifrou, vieme k nej pridat este nejaké cifry zlava — na zaciatok cisla. Tu
budeme postupovat rovnakym spdsobom a prideme k ¢islu 63100136. Vdaka tomuto postupu vieme
s istotou povedat, Ze viac ako 8-ciferné podpriemerné Cislo sa vytvorit neda.

Toto vsak nie je maximum, nase aktudlne podpriemerné cislo vieme esSte prekonat tym, Ze vsetky jeho
cifry zvacsime o rovnaku hodnotu (zachovame tak jeho podpriemernost). Najviac vieme vsetky cifry zvacsit
o tri.

Dostaneme tak Cislo 96433469. A toto uz je najvacsie podpriemerné Cislo aké existuje.

Uloha é. 3 (opravovala Baska Marecdkovd)

Ulohu ste riesili dvoma pristupmi, ktoré maju mnoho spdsob rieenia. UkadZzeme si obidva pristupy, ale
vramci nich len jeden zo sp6sobov, ako rozobrat moznosti.

Dobrym tipom pre lahké spisovanie riesenia je oznacit si sirény pomocou zaciatoénych pismen A, B, C a
ich tvrdenia v poradi, napriklad A1: Mam 18 rokov. Toto tvrdenie moZeme este prepisat na A = 18.

Zadané trvdenia by teda vyzerali nasledovne:

Al: A=18 A2:A+2=8B A3:A-1=C
B1:B>Ca/aleboB>A B2:C-B=3aleboB-C=3 B3:C=21
Cl:C<A C2:C=19 C3:B-3=A

Pristup 1 - prejdem cez vSetky moznosti klamstva pri jednej zo sirén
Pozrieme sa na tvrdenia sirény Carly, teda na C1, C2 a C3.

1. Ak by bolo C1 klamstvo, C2 a C3 su pravda:
Z nepravdy C1 vieme, Ze C nemdze byt menej ako A. To je v spore s tvrdenim A3. Ktoré musi byt tiez
klamstvo. Ak je A3 klamstvo, tak A1 a A2 musia byt pravda. Alice ma 18 rokov podla Al. Beatrice ma 20
rokov podla A2. Tymto mdme 2 pravdivé tvrdenia a jedno nepravdivé.

C3 musi byt pravdivé, teda Beatrice je o 3 roky starsia, ako Alice. To znamena, 20 — 3 = 17 rokov, ktoré
su vsak v rozpore s tvrdenim A1, ktoré sme ukazali, Ze musi byt pravdivé a hovori, Ze Alice ma 18 rokov.

Prisli sme ku sporu medzi C3 a Al — nie je to rieSenie.



2. Ak by bolo C2 klamstvo, C1 a C3 su pravda:

Z pohladu na C3 a A2 vieme, Ze ak je C3 pravdivé, tak A2 musi byt nepravda. Plati, Ze A1 a A3 budu
pravda, Alice ma 18 rokov a Carla ma 17 rokov. Z tvrdenia C3 vieme, Ze Beatrice ma 21 rokov. Avsak
tvrdenie B3 je nepravda, Carla nema 21 rokov, a zaroven aj druhé tvrdenie Beatrice je nepravda, lebo
rozdiel vekov Beatrice a Carly je 4.

Prisli sme ku sporu pre dve nepravdivné tvrdenia B2 a B3 — nie je to riesenie.

3. Ak by bolo C3 klamstvo, C1 a C2 su pravda:

Musia byt tvrdenia C1 a C2 pravdivé, teda Carla ma 19 rokov a je to menej, ako vek Alice. Z toho
vyplyva, Ze Al je nepravda, teda Alice nemdZze mat 18 rokov. Zvysné tvrdenia od Alice musia byt pravdivé.
Cize vieme povedat z A3, Ze Alice mda 20 rokov. Nasledne z A2 vieme vek Beatrice, ktory je 22 rokov.
Potrebujeme este overit tvrdenia u Beatrice. Beatrice je starsia, ako Alice aj Carla (B1 je pravda). Rozdiel
vekov Beatrice a Carly su 3 roky (B2 je pravda). Carla md 19 rokov a nie 21, teda B3 je nepravda.

Alice ma 20 rokov, Beatrice mé 22 rokov a Carla ma 19 rokov spiiia vietky podmienky zo zadania o
vyrokoch.

Tymto postupom sme presli vSetky moZnosti, ktoré moézu nastat pre tvrdenia Carly. Ak by sme
zanalyzovali tvrdenia inej sirény, tak urcite musi byt riesenie len jedna zo situacii, kde niektoré tvrdenie
Carly je nepravda.

Pristup 2 - pozriem sa na tvrdenia, ktoré si protirecia a moznosti ich pravdy a nepravdy
Carla nemdZe mat naraz 19 rokov a 21 rokov. Musi teda platit jedna z nasledovnych situdcii:

1. C2je pravda, B3 je nepravda
2. C2je nepravda, B3 je pravda
3. C2ajB3jenepravda

Zaroven vieme, Ze nembZe naraz platit C3 a A2.

V pripade 1. moZnosti Carla ma 19 rokov. Beatrice méze mat 16 rokov alebo 22 rokov podla tvrdenia B2,
ktoré musi byt pravda.

Ak by mala 16 rokov, znamena to, Ze Alice nemoze mat 18 rokov, lebo by Beatrice bola najmladsia a
tvrdenie B1 by bola nepravda. Musi teda platit, Ze Al je nepravda. Z pravdivého tvrdenia A3 vieme povedat,
e Alice ma mat 20 rokov. Co viak stéle nestaci, teda B1 je stéle nepravda. Beatrice nemdze mat 16 rokov.
Tato moznost nie je rieSenim

Ak by mala Beatrice 22 rokov a Carla 19 rokov, tak z tvrdeni Alice vieme, Ze by jej vek pre A1 mal byt 18
rokov, pre A2 20 rokov, pre A3 tiez 20 rokov. Jedind moznost, kedy by bola iba jeden Alicin vyrok nepravda
je vtedy, ak md 20 rokov. Overte si eSte, ¢i nam plati podmienka, Ze pre kazdu sirénu mame jednu nepravdu
a 2 pravdy. Nasli sme rieSenie Alice ma 20 rokov, Beatrice ma 22 rokov a Carla ma 19 rokov.

V pripade 2. moznosti C3 musi byt pravdiva, teda A2 je nepravda. Al a A3 musia byt pravdivé, Cize Alice
ma 18 rokov, Carla ma mat 17 rokov a to je v spore s B3, teda Carla ma mat 21 rokov. Tato moznost nie je
rieSenim.

V pripade 3. moZnosti uz vieme povedat, Ze aj A2 je nepravda. Teda pravdivé tvrdenie je A1, Alice ma 18
rokov. Nasledne vieme z A3, Ze Carla md 17 rokov a z C3, Ze Beatrice ma 21 rokov. Problémom tejto moznosti
je, Ze rozdiel veku Beatrice a Carly je 4 a nie 3, ako je tvrdenie B2, ktoré ma byt pravda. Tato moznost nie je
rieSenim.

Jedinym rieSeni po rozbore vSetkych moznosti je ak druhy vyrok Carly je pravdivy a treti vyrok Beatrice je
nepravda - Alice ma 20 rokov, Beatrice ma 22 rokov a Carla ma 19 rokov.



Uloha é. 4 (opravoval Matus Hladky)

V Ulohe potrebujeme najst najvacsi pocet neparnych lizaniek, ktoré vieme zostrelit tak, aby vsetky
zostrelené mali dohromady sucet 5000. Zaéneme preto séitavat postupne najmensie neparne Cisla od
jednotky. Postup scitavania moze byt rézny, no vieme si pracu usetrit ak si vSimneme isty vzor v neparnych
Cislach.

Prvych pat neparnych Cisiel dd 1+ 3 +5 + 7 + 9 = 25. Druhych pat je spolu 11 + 13 + 15+ 17 + 19 = 75.
Vieme si vSimnut, Ze druhych pat Cisiel je rovnakych ako prvych pét, len st vacsie o 10. Tretich pat bude zase
vacsich o 10 od druhych piatich a tak to bude pokracovat. Suéty takychto patic preto budu narastat po 50.
Postupne teda patice budd mat sucty 25, 75, 125, 175, 225, 275, 325, 375, 425, 475, 525, 575, 625, 675, ... .
Ak séitame vSetky sucty po 675, dostane sucet 4900. To je sucet prvych (14 - 5 = 70) sedemdesiat neparnych
Cisiel. Lebo sme scitali trinast patic.

KedZe sedemdesiate neparne Cislo je 139, tak ak by sme pripocitali eSte sedemdesiate prvé, tak by sme
prekrodili hranicu 5000. KedZe sme brali tie najmensie neparne, tak viac ich urcite zobrat nevieme. Mame
teda 70 lyzaniek s neparnymi Cislami. Dohromady ich ale musime mat 80 so suc¢tom 5000, takZe este
potrebujeme doplnit 10 parnych lizaniek so si¢tom 100. Ak zoberieme 10 najmensich parnych Cisiel, tak
dostaneme (2+4+6+8+10+12+14+16+ 18+ 20 =110) stodesat ale 4900 + 110 je viac ako 5000. Preto
70 lizaniek ziskat nevieme.

Vyskusajme teda o jednu lizanku menej, takie Sestdesiatdevat. Ak ale spocitame neparny pocet
neparnych Cisiel, dostaneme nepdrny vysledok. Ak k neparnemu cislu pripoc¢itame hocikolko parnych, vidy
dostaneme neparne. To znamena, Ze so Sestdesiatdevat neparnymi Cislami nemozZeme dostat stucet 5000.
Preto ani Sestdesiatdevat lizaniek si deti nevedia odniest.

Vyskusajme Sestdesiatosem neparnych Cisiel. Aby sme ukazali, Ze deti si tolko lizaniek vedia odniest,
staci nam najst jeden sp6sob ako vybrat osemdesiat lizaniek so su¢tom 5000, pricom Sestdesiatosem z nich
bude neparnych. Uz vieme, kolko ma sucet prvych sedemdesiat nepdrnych Cisiel, takze nam staci od neho
odcitat dve najvacsie zaratané a budeme mat sucet prvych Sestdesiadosem neparnych Cisiel. To je
4900 - 139 - 137 = 4624. (Nemuseli by sme nezostrelit zrovna dve lizanky s najvaésim ¢islom z tych prvych
sedemdesiat neparnych. Vyskusajte najst riesenie ak by sme vynechali niektoré iné.) Preto zvysnych dvanast
parnych Cisiel musi mat sucet 5000 - 4624 = 376. To mbézeme dosiahnut napriklad ak by sme zostrelili
2,4,6,8,10,12,14, 16, 18, 20, 22, 244.

Najviac si deti vedia odniest Sestdesiatosem lizaniek ozna¢enych neparnymi ¢islami. Musia na to
trafit napriklad vSetky neparne ¢isla od 1 po 135, vSetky parne ¢isla od 2 po 22 a 224.



