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Uloha ¢é. 1 (opravoval Matej Halama)

Mame zadany palindrom 135797531, teda cislo, ktoré sa ¢ita aj zlava aj sprava rovnako. Pre nase
9-ciferné Cislo to znamena, Ze prva cifra zlava (L) je rovnaké ako prva cifra sprava (P), druha zlava je
rovnaké ako druha sprava, tretia zlava je rovnaké ako tretia sprava, Stvrtd zlava je rovnaké ako stvrta
sprava a piata zlava aj piata sprava su rovnaké cislo a toto ¢islo sa nachadza v strede.
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¢o najmensi. Preto hladame ¢o najmensi palindrom, ktory je vacsi ako pévodny a ¢o najvacsi palindrom,
ktory je mensi ako povodny.

Zacnime s hladanim menSieho palindrému. Ak by sme chceli ¢islo, ktoré nie je palindrom zmensit ¢o
najmenej odcitali by sme od neho 1, teda zmenili cifru prvi sprava = 135797530. Pre palindrém to ale
neplati, pretoze prva zlava musi byt rovnaka ako prva sprava = 035797530 (toto Cislo nie je palindréom,
pretoze ako Cislo to je 35797530). V tom pripade by rozdiel nebol 1 ale 135797531 - 35797530 =
= 100000001.

Vyskusajme si o kolko by sa ¢islo zmensilo ak zmenime rozdielne cifry v Cisle o 1:

1.La1.P— 135797 531 - 35797 530 = 100 000 001
2.La2.Pp— 135797531 - 125797 521 = 10000 010
3.La3.P—> 135797531 - 134797 431 =1000 100
4.La4.P— 135797531 - 135696 531 = 101 000
Stred — 135797 531 - 135787 531 = 10 000

Najmensi rozdiel nastane, ked zmenime cifru v strede Cisla, druhy najmensi ked zmenime 4.1 a 4.P,
nasledne 3.L a 3.P a tak dalej. Preto ak chceme najst najvacsi palindrém, ktory je mensi od zadaného,
zmenime v zadanom palindréme strednd cifru o 1, teda 9 na 8 = 135787531.

Nasledne chceme néjst vacsi palindrom. Ten taktiez chceme zmenit ¢o najmenej od zadaného
palindrému, preto chceme zmenit cifry najblizSie ku strednym cifram cisla.

Strednu cifru nemézeme len tak zvacsit o 1, pretoze 9 je najvacsie jednociferné Cislo. Zmenime teda
cifry 4L a4.Po1zo07na8— 135898531, pretoze je to druha najmensia moznost pri zmene ¢isla. Toto ale
nie je najmensi vacsi palindrom, pretoZze vieme eSte zmensit cifru v strede, tak ako sme to urobili
pri hladani mensieho palindromu. Aj ked' strednu cifru zmenime z 9 na 0 = 135808531, vysledny palindrém

.....

zadany palindrém, a preto je najmensi vacsi palindréom.
Iny spbsob, akym by sme vedeli ndjst vacsi a mensi palindrom:

Vieme Ze nas palindrom ma rovnaké cifry na prvych Styroch poziciach (1. az 4.I) a zaroven
na poslednych styroch poziciach (1.P az 4.P) a Cislo v strede. TaktieZ vieme Ze pri zmene Cisla najviac zavazia
cifry zlava pretoze v Cisle predstavuju sto miliény, desat milidny, miliony...

Preto si mdéZzeme napisat nas palindrém ako prvé Styri cifry a stredovu cifru a po zmeneni tohto cisla
dostaneme palindrém tak, Ze prepiSeme prvé styri cifry

(135797531 — 13579[7531]).



Zadané Cislo je 13579, ak chcem najst k nemu najblizsie vacsie a mensie Cislo pripoc¢itame/odcitame
jednotku:

13579+ 1=13580 — 135 808 531
13579 -1=13578 - 135787 531

Na ziskanie kédu od seba odc¢itame tieto dva palindromy tak, aby sme dostali kladny vysledok:

135 808 531 - 135 787 531 =21 000

Uloha ¢. 2 (opravoval Hynek Bachraty)
Riesenie tejto Ulohy zvladla vacsina z vas, a tu si popiSeme vas najcastejsi postup.

V prvom rade ste vyuZili, Ze trojuholnik je rovnostranny prave vtedy, ked ma tri rovnaké uhly, a ich
velkost je preto 60°. (To, Ze ma aj rovnako velké strany je tiez pravda, ale v tejto Ulohe nam to moc
nepomoze). Vieme teda 60° doplnit do obrazku ako vnutorné uhly trojuholnika XYZ, lebo to vieme
zo zadania.

Zaroven to vyuzijeme aj pri zdovodneni toho, Ze A ABC je rovnostranny: vypocitame, Ze aj uhly pri jeho
vrcholoch A, B a C maju 60°.

Aby sa ndm dalej lepsie vysvetlovalo, oznacili sme si
zhodné uhly zo zadania ako a (¢ita sa alfa) a B (beta).

Teraz vyuzijeme dalSiu vec, a to Ze priamy uhol ma vidy
velkost 180°. To plati pre uhol AYB pri vrchole Y, aztoho
zistime, Ze a + 60° + B. To isté ale musi platit pre uhol CZB
pri vrchole Z. Tam mame zo zadania uhly Ze 60° a B, a teda
do celkovo 180° ho mbze doplnit len uhol a. A velmi
podobne pri vrchole X mame zo zadania uhly a a 60°, takze
do priameho uhla ich musi doplat uhol .

Ked sa teraz pozrieme na A AYX, A YBZ a A XZC, vidime,
7e v kazdom z nich je jeden uhol a, jeden uhol B a jeden uhol A
zatial nezndmy. Nezndme uhly su ale prave tie, ktoré nas zaujimaiju, lebo sa pri vrcholoch A, B a C.

Teraz uz staci vyuzit tretiu vlastnost, Ze sicet uhlov v trojuholniku je 180°. A to je rovnako vela ako
pre priamy uhol (a nie je to ndhoda.) M6Zeme preto este raz vyuzit a + 60° + B = 180°, ¢o vieme od vrcholu
Y. Teraz ale na tomto zaklade vieme, Ze ked chceme v A AYX, A YBZ a A XZC doplnit k uhlom a a B treti,
moze to byt jedine 60°.

A presne to sme potrebovali. Zdévodnili sme teda z vlastnosti v zadani Glohy, Ze pri vrcholoch A, B aj C
je uhol 60°, a A ABC teda musi byt rovnostranny.



Uloha é. 3 (opravoval Ado Mrdzik)

Nasou Ulohou je najst vSetky moznosti na dopisanie jedného celého cisla na pat prazdnych karticiek
a zistit, kolko najviac réznych Cisel na kartickdch méze byt napisanych, priCom uz mame karticku s Cislom 9.
Musi tieZ platit, Ze ked si ndhodne vyberieme dve karticky, ich sicet musi byt na niektorej zo vsetkych
Siestich karticiek.

Skisme zacat pridanim nadhodného ¢isla, napriklad 1. Teraz sa moze stat, Ze si vytiahneme karti¢ku
s Cislom 9 atieZ karticku s ¢islom 1. KedZe 9 + 1 = 10, musime dopisat ¢islo 10 na nejakd z prazdnych
karti¢iek. Teraz sa ndm ale moéze stat, Ze si vytiahneme karticky s ¢islami 10 a 1. 10 + 1 = 11, pridavame ¢islo
11 na prazdnu karticku. 11 + 1 = 12, priddvame ¢islo 12. 12+ 1 =13, 13+ 1= 14, 14 + 1 = 15 a tak dalej.

Tento postup by sme mohli robit donekonecna, no karticiek mame len 6, takze Cislo 1 nembzeme
napisat na karticku. MézZzeme si dokonca vSimnut, Ze kazdé cCislo, ktorého vysledok po sucte s ¢islom 9 ma
vysledok vacsi ako 9 bude fungovat Uplne rovnako. To znamena, Ze nemo6zeme mat viac ako jedno kladné
¢islo na karticke, a kedZe uz mame napisané cislo 9, nemoézZeme dopisat dalSie kladné Cislo na karticku.

Vidime, Ze znamienko pridavaného cisla je délezité pri zisteni, ¢i takéto cislo moéZzem pridat alebo nie.
Zostali ndm este zaporné cisla a Specialne ¢islo 0.

0 je Specialna v tom, Ze sucet lubovolného Cisla s ¢islom 0 ndm nezmeni dané Cislo, napriklad 9 + 0 = 9.
Toto plati aj pre samotnl nulu, kedZe 0 + 0 = 0. Cislo 0 teda na karti¢cky napisat mézeme, a dokonca na ich
najvacsi pocet, ¢im sa dostadvame k prvému vysledku: 9, 0, 0, 0, 0, 0. Na dvojiciach karticiek st iba dva
rézne sucty 0 a 9, ktoré si z tychto cisel moézeme vytiahnut, a kazdy ma aspon jeden scitanec Cislo O.

Zostalo ndm est epreskimat Cisla zaporné. Po sicte zaporného cisla s ¢islom 9 bude vysledok cislo
mensie ako 9. Ak by tento vysledok bol kladny, zopakovala by sa ndm situacia, s ktorou sme sa uz stretli.
Ako priklad pridajme ¢islo -8. KedZe 9 - 8 = 1, priddvame Cislo 1. 9+ 1 =10, 10 + 1 = 11 a tak dale;j.

V pripade zaporného vysledku sa stane rovnaka situacia, iba opacnym smerom. Pridame cislo -11.
9 - 11 =-2, pridavame Cislo -2. -11 - 2=-13, -13 - 2 = -15 a tak dale;j.

Zostava jedind moznost, a to Ze je vysledok rovny 0. Na to vyhovuje iba Cislo -9. ZvySok doplnime
nulami, ¢o nas privadza k druhému vysledku: 9, -9, 0, 0, 0, 0. Pre kontrolu9-9=0,9+0=9,0- 9 = -9,
0+ 0 =0, vsetko sedi.

Rovnako ako druhé kladné Cislo ur¢ite nemoézeme pridat druhé zaporné cislo, ¢o znamena, Ze sme nasli
vSetky mozZnosti.

Moznosti na kartickach sa dve: 9,0,0,0,0,0a 9,-9,0, 0, 0, O.
Na kartickach mozu byt napisané najviac 3 rézne cisla.

Uloha ¢. 4 (opravovala Vierka Glevitzkd)

Tato uloha sa dala riesit vela spésobmi a ukdZzeme si viacero z nich. Mame tabulku s rozmermi 4x4
a mame do nej doplnit ¢&isla tak, aby najvacsie spoloéné delitele v riadkoch a stipcoch boli vietky navzajom
rozne.

Tak ju teda skisme nejako doplnit. Potom dopocitame najvacsie spolocné delitele v riadkoch
a stipcoch. Ak s vietky rozne, tak sme vyhrali, no bez akejkolvek stratégie je to na prvykrat dost tazké
trafit. Teraz mézeme skusit vymenit nejaké Cisla v tabulke tak, aby boli najvacsie spolo¢né delitele (dalej uz
len NSD) v riadkoch a stipcoch rézne. Vela z vas tymto spdsobom naslo vyhovujlce tabulky, no je to Zial
postup, ktory trva najviac ¢asu.

Ako si to teda méZeme ulah¢it? Pri vymeneni ¢isla v tabulke vieme zmenit NSD v riadku a stipci. Takze
ak sa snazime zmenit NSD v riadku, tak nam to moZe pokazit NSD v danom stipci (zmeni sa na nejaké NSD,



ktoré uz mame). Preto si skisime najprv urcit, kde chceme mat aké NSD a potom doplnit tabulku tak, aby
sme to dodrzali.

Zlava si ku kazdému riadku napiSeme, aké v iom chceme mat NSD. Zhora si ku kazdému stipcu
napiseme, aké v fiom chceme mat NSD. Do tabulky budeme dopliiat &isla tak, aby boli delitelné zvolenymi
NSD pre ten riadok a ten stipec, v ktorych sa nachadzaju. Ako viak zvolit NSD?

Viaceri z vas si vybrali 8 r6znych prvocisel, napr. 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 m 2 3 5 7
a 19. Ked potom do tabulky napieme stéin prvocisel pri riadku a stipci, | 11 22 33 55 77
v ktorom sa nachadza, tak bude urcite delitelné obomi z nich. Vdaka | 13 26 39 65 91
takémuto doplianiu bude tieZ kazdé &islo v tabulke delitelné iba 1-kou, | 17 34 51 85 119
samym sebou atymito dvoma prvocislami. Z toho tieZ vyplyva, Ze |19 38 >/ 95 | 133
najvacsi spoloény delitel ¢isel v kazdom riadku aj stipci bude naozaj taky, ako sme si na zaciatku urcili.
Druhd tabulku vieme spravit rovnako, iba si zvolime iné prvocisla.

2 3 4
10 15 20
12 18 24
14 21 28
8 16 24 32

Ak sa nam nechce nasobit, tak si mézeme zvolit ako NSD ¢o m
najmensie Cisla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 a 8. Podobne ako minule, do tabulky
doplnime sacin &isel pri riadku a stipci, v ktorom sa nachadza. Takto
zabezpecime, Ze bude naozaj delitelné oboma z nich. Jedind nevyhoda
vsak je, Ze takto nevieme hned povedat, ¢im vSetkym bude toto cislo
delitelné (napr. 24 ma ovela viac delitelov ako len 1, 3, 8 a 24). Mohlo sa ndm teda stat, Ze NSD bude
v nejakom stipci vacsie ako sme si pévodne zvolili.

Noju =
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To sa mohlo stat napriklad vtedy, ked sme si zvolili ako NSD m 2 4 6 8
pre kazdy stipec (alebo kazdy riadok) parne ¢&islo. Kazdé Cislo | #2 2 4 6 8
v [lubovolnom riadku sme kvoli tomu nasobili parnym cislom, takze aj | 36 6 12 18 24
vysledny stcin bol vidy delitelny 2-kou. Cislo 3 je sice delitelom vietkych | 510 | 10 20 30 40
Cisel v druhom riadku, ale tieto Cisla st delitelné aj 2-kou, ¢ize aj 6-kou. | #14 | 14 | 28 | 42 56
Cislo 3 teda uz nie je najvacsi spolo¢ny delitel ¢isel v tomto riadku a je nim &islo 6. Mame tam 2-krat 6-ku
ako NSD.

Ak by sme si na zaciatku vybrali namiesto 3-ky a 1-ky 9-ku a 11-ku, tak tabulka ako takad by bola
spravne, kedze NSD v riadkoch a stl'pcoch by boli naozaj rézne (2, 4, 6, 8, 18, 22, 10, 14). Vysvetlenie, preco
by vyhovovala zadaniu, by bolo ale nespravne, kedZe NSD by boli zle spocitané.

Na vypocitanie druhej tabulky (ked' uz jednu mame) sa dala pouzit [JEE 10 [ 20 [ 30 [ 40
aj tato peknad myslienka. Ak je najvacsi spolocny delitel ¢isel v riadku | 50 50 100 | 150 | 200
napr. 7 avsetky cisla v riadku vynasobime este nejakym inym cislom | 60 60 | 120 | 180 | 240
napr. 10-kou, tak dostaneme riadok s ¢islami, ktorych najvacsi spolocny |70 70 | 140 | 210 | 280
delitel' bude sucin tychto dvoch ¢isel, teda 70. 80 80 | 160 | 240 | 320

Pozrime sa detailnejSie na to, ¢o sa stane ked vsetky ¢isla v tabulke vynasobime 10-kou (alebo inym
¢islom). Cisla v lubovolnom stipci alebo riadku mali pévodne nejakého najvaésieho spoloéného delitela.
Vacsie cislo, ktoré by delilo kazdé z nich, teda neexistuje. Po vynasobeni bude kazdé cCislo delitelné aj
10-kou. Preto ked ho spojime (vynasobime) s pévodnym najvacsim spolo¢nym delitelom, tak tento sucin
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