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Vzorové riesenia

Uloha é. 1 (opravovali Betka Bohinikovd a Timka Jakubdcyovd)

Tento priklad bolo moZné riesit viacerymi spdsobmi. Asi najCastejSie ste si vypisali nasobky 13,
a pozerali sa, ¢i je mozné k nim najst Cisla s prislusnym cifernym sic¢tom. V takomto pripade bolo potrebné
vypisat vSetky mozZnosti a ukazat, ktoré funguju, ktoré nie, a preco ste v nejakom momente prestali skusat
dalej. Objavilo sa v3ak vela peknych napadov, ako si zniZit pocet mozZnosti, a tak si na ne trochu posvietime.

D4 sa ukazat, Ze rieSenia budu len trojciferné Cisla. Lahko overime, Ze Ziadne jednociferné nie je rovné
13-nasobku svojho ciferného suctu. Pri dvojcifernych Cislach plati, Ze ak si zapiSeme Cislo ako ab, tak potom
hladame 10-a+ b=13-(a+b). To je ekvivalentné 0 =3-a + 12-b, o by platilo iba ak by Cisla a aj b boli 0.
CiZe Uloha nema Ziadne dvojciferné riedenie.

Stvor- a viac-ciferné nefunguju, pretoze 13-nasobok ciferného suctu rastie pomalsie ako samotné &isla.
Vezmime si najvacsie mozné 4-ciferné Cislo 9999, to dosahuje najvyssi mozny ciferny sucet rovny 36. Sucin
36-:13 = 468 je daleko mensi ako 1000. Z toho vyplyva, Ze kazdé iné 4-ciferné Cislo bude mat teda ciferny
su¢et mensi a jeho 13-ndsobok bude vidy mensi ako 1000. Teda nendjdeme Ziadne rieSenie medzi
4-cifernymi. S kazdou dalSou pridanou cifrou sa bude tento rozdiel zvac¢sovat — skuste si rozmysliet preco.

Zostava preskumat trojciferné Cisla. Najmensi nasobok 13, ktory je trojciferny je 104. Najvacsi ciferny
sucet trojciferného Cisla je 27, ktorého trojnasobok je 351. Nase rieSenia sa teda musia nachadzat niekde
medzi. Jednou z mozZnosti je vyskusat vsetky nasobky 13 medzi 104 a 351 a overit, ktoré z nich vyhovuju.
Druha moznost je zUZit vyber trojcifernych Cisel abc rieSenim rovnice 100-a + 10-b + ¢ = 13-a + 13:b + 13-c.
Ked' tuto rovnost upravime, vieme dostat na favej strane ¢islo minus jeho ciferny stéet a na pravej mame
12-nasobok ciferného suctu.

100-a+10-b+c-(a+b+c)=13-a+13-b+13c-(a+b+c)
9:-(11a+b)=12-(a+b+c)
3:-(11.a+b)=4-(a+b+c)

Z tejto finadlnej Upravy vieme povedat, Ze 3-ciferné Cislo, ktoré vyhovuje zadaniu, musi byt nasobkom
trojky (lebo jeho ciferny sucet musi byt ndsobkom trojky). Taktiez z danej rovnosti vyplyva ze 29-a = b + 4-c,
atedaa <2, pretoze b + 4-c mbze byt najviac 45 (ak by b aj c obe boli rovné 9), a to je menej ako 29 - 2.

Cize sme zUZili rie$enia na 3-ciferné &isla, ktoré s nasobkami 13tky a 3jky a zacinaju cifrou 1. To su len
Cisla 117, 156 a 195. Skuskou overime, Ze pre tieto tri naozaj plati, Ze su 13-nasobkom svojho ciferného
suctu. Zaroven sme vyludili, Ze by mohli existovat lubovolné iné Cisla, ktoré by mali tuto vlastnost.

Hl'adané cisla si 117, 156 a 195.



Uloha é. 2 (opravovali Matka Gariovd a Miska Rosinskd)

Ako prvé si oznacime body a strany ako na obrdzku nizSie. Hladany obsah trojuholnika BCG si
oznacéime Xx.

Obsah obdiznika vieme vypo¢itat ako stcin jeho stran. Preto z obdiznika ABGF vieme, e a - b = 15.
Obsah pravouhlého trojuholnika vieme vypocitat ako polovicu sucinu jeho odvesien, takZe z trojuholnika
GEF plati b - ¢ + 2 = 8. Tuto rovnost si vieme zapisat ako b - ¢ =16. MdZeme si vsimnut, Ze oba suciny maju
spolocny Cinitel b, a preto ked dame jednotlivé suciny do pomeru, dostavame

(a-b)+(b-c)=a+c=15+16.

Z obdlinika GCDE vieme, 7e ¢ - d = 12. Z trojuholnika BCG plati a - d + 2 = x, ¢o si vieme prepisat ako
a-d = 2-x. Oba suciny opat maju spolo¢ného Cinitela d, teda ked ich ddme do pomeru podobne ako
v predchadzajucom odseku, tak musi platit, Zea+c=2 - x + 12.

Teraz si uz vieme dopocitat hodnotu x tak, Ze porovname vyjadrenia pomeru a +c z jednotlivych
odsekov:

a+c=15+16=2x+12
15-12 =2-16-x
180 = 32-x
180 +32=5,625=x

Obsah zasypanej ¢asti bol teda 5,625m?.
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Uloha é&. 3 (opravoval Mojo Majdis)
Najprv si oznaéme jednotlivé piesne — prva siréna ma piesne Al a A2, druha B1 a B2 a tretia C1 a C2.
Prva moze zazniet ktorakolvek piesen, ¢ize mame 6 moznosti. (Napriklad A1.)

Druhd piesefi musi byt od inej sirény ako tej, ¢o spievala prvi piesen. To ndam dava 4 moznosti
na druhu piesen. (V nasom ndzornom priklade napriklad B1.)

Pri tretej piesni to zacina byt trochu komplikované. Mame dve moznosti - bud’ zaspieva ta siréna, ktora
spievala prvu piesen, alebo t3, ktord este nespievala vébec.

Pozrime sa na prvid moznost. (V naSom priklade piesenn A2.) Ostdvaju nam potom tri piesne. Dve
od sirény, ktora zatial nespievala a ktoré nemézu byt pri sebe (V nasom priklade C1 a C2). Tretia piesen je
od sirény, ktora spievala druht( piesent (u nds B2). Mame 2 mozZnosti ako tieto piesne zoradit. (V nasom
priklade C1 B2 C2 a C2 B2 C1.) To nam dokopy ddva 6 - 4 - 2 = 48 moZnosti.

Teraz sa pozrime na druhl moznost - tretia pieseri bude od sirény, ktora zatial nespievala. Ma 2 piesne,
¢o nam ddva 2 moznosti. (V nasom priklade C1 alebo C2). DalSia pieseri bude bud od sirény ktord spievala
prvu piesen, alebo od tej, ¢o spievala druhu piesen. (U nas A2 alebo B2.)

To su opat 2 moznosti na Stvrtd piesen. Ostavaju nam uz len dve piesne, ktoré moézu odspievat ako
piatu a Siestu a to v flubovolnom poradi — opat 2 moZnosti. Dokopy teda mame 6- 4- 2- 2- 2 = 192 moZnosti.

Dokopy teda mohli sirény spievat 48 + 192 = 240 dni.



Uloha é&. 4 (opravovali Jan¢i Jakubik a Danci Ondovcik)

Aby sa ndm vzorové rieSenie lepSie Citalo, hned na zaliatku ,prezradime” sprdvnu odpoved.
Vyhravajucu stratégiu ma Janete. Znamena to, Ze moze hrat takym spésobom (méZeme tiez povedat
systémom), ktory jej zaruci vyhru v kazdom pripade, bez ohladu na to, ako hra Kit. Musi ale spravne
reagovat na jeho tahy a v nasej Ulohe tieZ spravne zacat. Nez si jej stratégiu popiSeme presne, vysvetlime si
niekolko vSeobecnych vlastnosti ich hry.

Najprv zacneme tym, Ze si vysvetlime, ¢o znamend slovo “aspon”. Znamena to, Ze nie¢oho je
minimalne dany pocet alebo viac. Napriklad ak mam aspon 6 jablk, znamena to, Ze mam minimalne 6 jablk,
ale moZem mat aj viac.

A teraz sa pozrieme na 10-tu vetu: “Aspon 10 viet je nepravdivych”. Ak by tato veta bola pravdiva, tak
by na pergamene muselo byt aspon 10 nepravdivych viet. VSetkych viet je dokopy 10, teda by zostalo iba
9 viet k dispozicii takych, ktoré by mohli byt nepravdivé. Preto 10-ta veta nemdze byt pravdiva. Kvoli tomu
musi byt 1. veta pravdiva, lebo tvrdi, Ze aspon 1 veta je nepravdiva, ¢o uz bude vidy pravda.

Keby bola 9-ta veta pravdivd znamenalo by to, Ze by muselo byt na pergamene napisanych aspon
9 nepravdivych viet. Predpokladdame, Ze 9-ta veta je pravdiva. Spolu s 1-vou vetou, ktord je pravdiva tiez, by
to boli dokopy 2 pravdivé vety, lenze potom by ostalo iba 10 - 2 = 8 nepravdivych viet a to by priamo
odporovalo tomu ¢o hovori 9-ta veta. Preto 9-ta veta neméZe byt pravdivd a musi byt nepravdiva. Zistili
sme, Ze na pergamene musia byt aspor 2 nepravdivé vety, 10-ta a 9-ta veta. Preto 2-ha veta musi byt
pravdiva, lebo tvrdi, Ze aspon 2 vety su nepravdivé, ¢o uz bude vidy pravda.

Keby bola 8-ma veta pravdivd znamenalo by to, Ze by muselo byt na pergamene napisanych aspon
8 nepravdivych viet. Ak by bola 8-ma veta pravdiva, tak spolu s 1-vou vetou a 2-hou vetou, ktoré su
pravdivé tiez, by to boli dokopy 3 pravdivé vety, lenZe potom by ostalo iba 10 - 3 = 7 nepravdivych viet a to
by priamo odporovalo tomu ¢o hovori 8-ma veta. Preto 8-ma veta nemdze byt pravdivd a musi byt
nepravdiva. A kedZe vieme, Ze na pergamene 10-ta, 9-ta a 8-ma veta su nepravdivé, tak kvoli tomu musi
byt 3-tia veta pravdiva, lebo tvrdi Ze aspon 3 vety su nepravdivé, ¢o bude vidy pravda.

Keby bola 7-ma veta pravdiva znamenalo by to, Ze by muselo byt na pergamene napisanych aspon
7 nepravdivych viet. Keby je 7-ma veta pravdiva, tak spolu s 1-vou vetou, 2-hou vetou a 3-tou vetou, ktoré
su pravdivé tiez, by to boli dokopy 4 pravdivé vety, lenze potom by ostalo iba 10 - 4 = 6 nepravdivych viet
ato by priamo odporovalo tomu ¢o hovori 7-ma veta. Preto 7-ma veta nemoézZe byt pravdiva a musi byt
nepravdivd. A preto Ze na pergamene uZ su 10-ta, 9-ta, 8-ma a 7-ma veta nepravdivé, tak musi byt 4-ta
veta pravdiva, lebo tvrdi, Ze aspon 4 vety su nepravdivé, ¢o bude vidy pravda.

Keby bola 6-ta veta pravdivda znamenalo by to, Ze by muselo byt na pergamene napisanych aspon
6 nepravdivych viet. KebyZe 6-ta veta je pravdiva, tak spolu s 1-vou vetou a 2-hou vetou, 3-tou vetou a 4.
vetou, ktoré su pravdivé tiez, by to boli dokopy 5 pravdivych viet, lenze potom by ostalo iba 10 -5 =5
nepravdivych viet a to by priamo odporovalo tomu ¢o hovori 6-ta veta. Preto 6-ta veta nemoéze byt
pravdiva a musi byt nepravdiva.

A kedZe uz su na pergamene 10-ta, 9-ta, 8-ma, 7-ma a 6-ta veta nepravdivé, tak musi byt 5-ta veta
pravdiva, lebo tvrdi, Ze aspon 5 viet je nepravdivych, ¢o bude vidy pravda.

TakZe na pergamene je 5 pravdivych vietastutovety 1, 2,3,4a5.



